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مقد مه 


الصف الثاني ریاضیات فی کلیات العلوم . الکتاب یتطلب معرفة بالواضیع الاساسية 
في التفاضل والتکامل ( الشتقة. الاستمرارية» التکامل ) وکذلك یتطلب معرفة 
والمام بالصفوفات وجبرھا وکذلك باحددات ( وهذا مادرسه الطالب في موضو ع 
طرق رياضية في | لصف الاول ). 

لقد كان هذا الکتاب ا تدريسية 5 موضورع الجر 5ے 
ےت e‏ لخ ما الضعف 
والصعوبات التي یواجهها الطالب وحاولت توضيح وتذليل تلك الصعوبات من 
خلال تعدد الامثلة الايجابية ( التي توضح المفهوم ) والامثلة السلبية ( التي توضح 
عدم انطباق المفهوم ) . 

لقد حاولت في هذا الكتاب الجمع بين المفاهم المعقدة والعامة والشاملت 
الجمع بين هذا كله وجموعة كبيرة من الامثلة التي 7 مع تلك المفاهم 
لتوضيحها وتبسيطها لكي تبدو ان اس والصعوبة . ( قارن بين كتب 
كثيرة في الجبر الخطي واخری ستجدها اما قليلة الامثلة واما ملیئة بالامثلة الكثيرة 
دون الخوض في المفاهم الاساسية بصورة عامة وشاملة ) . 

لقد جزأت الكتاب الى ستة فصول يتكون كل فصل منها من بنود صغية 
المنجهات والفضاءات الجزيئة وجبرها. ثم يتعمق في دراسة التركيب الخطي 
للمتجهات والاستقلال الخطي لمجموعة متجهات وهذا يودي الى دراسة الفضاءات 


۳ 


المنتهية البعد وقواعدها. لقد كانت معا ل جتي عامة» اي انني قدمت دراسة فضاءات 
التجهات على حقل مرد وليس حقل الاعداد الحقيقية فقط . 

ثم يعالج الفضل الثاني موضوع التحويلات الخطية بين فضاني متجهات 
ويدرس خصائصها وعلاقتها بالمصفوفات. لابد من الاشارة هنا الى استخدامنا 
التجطهات الصفية ولذلك تختلف نتائجنا عن النتائج في كتب اخرى عندما تستخدم 
المتجهات العمودية . 

وقد قدمت في الفصل الثالث انظمة المعادلات الخطية فقد كان اههامي 
في قابلية حل النظام وعدد الحلول ولم اذكر الطرق العديدة والمتنوعة لحل انظمة 
العادلات الخطية واا اكتفيت بشر ح‌ طريقة واحدة وهي طريقة كاوس للحذف . هذا 
الاهتام النظري 0 يمنع م ن تقدیم امثلة عديدة وتمارين متنوعة . 5 


وكان ادف الاسامي من الفصل الرا لرابع هو دراسة مسألة تتسيط مصفوفة 
تحويل حطي عل الفضاء نفسه . هذه السا ها تطبيقات كثيرة ولغرض دراستہا 
نجب تقديم مفهوم القم الذاتيه والمتجهات الذاتية للتحويلات الخطية والمصفوفات : 
فضاء المتجهات من خلال الضرب الداخلي . فان اضافة هذه البنية يودي أ لى دراسة 
الفضاءات الاقليدية التي هي عبارة عن تعمم للفضاء الاقليدي 22 ( المستوى ) 
والفضاء الاقليدي ٹر ( الفراغ ) وما يمكن ان نجريه على متجهاتها من قياس للطول 
وقياس للمسافة وقیاس للزوايا بين التجهات 

اما الفصل السادس د حاوت فيه تناول مفهوم الدوال ثنائية الخطية 
بشکل سے لقاریء تضیقا عاما يمكن توضيحه على الصيغ تع التربيعية رتا 
هه < محخروصیۃ ۔ 

رجو ان "کون قد وفقت قل عرض موضوع الجبر ال خطی بشکل بسیط 
وو ضح 16 رجو مر ن زملانی الاساتذة واخوانی الطلبة ان لايترددوا ف طرح اي اقتراح 


کید 


1 و الاشارۃ الى اي حطاً لكي اتجاوز ذلك في طبعات قادمة , هذا ومن الله التوفيق ۔ 
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(4.4) مبرهنة كيلي ‏ هاملتون وتطبیقاتها وروی سی تیه 
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الفضاءات الاقليدية 
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الفصل الاول 
فضاءات التجهات Vector Spaces‏ 


(1.0) مقدمة: 


لقد تعرف الطالب على التجهات في المستوى والفراغ في الفيزياء ولاسیما 
عند دراسة القوة المؤثرة على الاجسام. ان العمليات الجبرية الاساسية التي يمكن 
اجراؤھا على تلك المتجهات هي عملية الجمع ( جمع المتجهات ) وعملية ضرب 
عدد في متجه . لقد كانت عملية جمع متجهين تنتج متجھاً وعملية ضرب عدد في 
متجه هي الاحری تنتج 7-7 . هاتان العمليتان تحققان خصائص عديدة . 


اذا تصورنا المتجه في المستوى عبارة عن نقطة فيه ( التفاصيل في ٠‏ ' 


البندالاول ) فهذا يعني ان مجموعة نقاط المستوى تكون ‏ بلغة الجبر ‏ مغلقة تحت 
عمليتي الجمع والضرب وهما بذلك يحققان خصائص عديدة وكذلك تكون مجموعة 
" تقاط الفراغ. توجد فی موضوع الرياضيات مجموعات كثيرة تحقق الخصائص التي 
ذكرناها مثل جموعات تحتوي على مصفوفات وجحموعات تحتوي على متعددات حدود 
لذلك سندرس تلك المجموعات التي ها عمليات جبرية تشبه العمليات التي ذکرناها 
على الستوی والفراغ » وسنطلق اسم فضاء متجهات علیا . 

لغرض الدخول في دراسة تفصيلية هذه المسألة نقدم تعریف الزمرة وتعريف 
الحقل وامثلة علیہما وذلك في البند الاول . هذه المقدمة عن ا حقول والزمر هي عبارة 
عن تذكير للطالب بما درسه بصورة اكثر تفصيلا في موضوع اسس الرياضيات 
بالصف الاول . كذلك فإننا سنذكر القارىء بالمتجهات في المستوى والفراغ وما تتمتع 


۹ 


به من خصائص وكيفية جمعها وضرہا بأعداد . هذا ماسنقدمه في البند الثاني 
وسنقدم في البند الثالث مفهوم فضاء المتجهات بشكل عام معتمدين على معرفة 
الطالب بخصائص المستوى والفراغ . 

البند الرابع قد خصص لدراسة تلك المجموعات الجزيئة من فضاء 
الا التي تكون بحد 0 فضاء نہ بالنسبة للعمليات الموروثة من 

البند الخامس قد خصص لدراسة جبر الفضاءات الحزيغة كتقاطعها 
واتحادها وجمعها 8 

سنتناول فی البند السادس مفهوم التركيب الخطي لانه اداة فاعلة فی توليد 
الفضاءات الحزيئة وفي الدخول بدراسة تفصيلية عن فضاء المتجهات . 

5 البند نہیں وت لمسألة دی ور ای اط اخطي 
01 دراسة 0 

ان مفهوم قاعدة فضاء المتجهات سيوّدي الى دراسة نوع مهم من فضاء 
التجهات هو الفضاء المنتبي البعد . سنتطرق لتلك المفاهم فی البند الثامن . 

البند الاخیر 5 هذا الفصل قد خحصص لدراسة الاحداثیات وتغيير 


القواعد . 
(1.1) الزمر والحقول Groups and Fields‏ 
يحتوى هذا البند على تعريفي الزمرة وا حقل مع امثلة تذكر القاریء وذلك 


لاننا سنكون بحاجة الى حصائص ا حقول في كتابنا هذا. سنبداً بتعريف الزمرة مع 
ذكر بعض الامثلة . 





تعريف : 
لتكن 5 مجموعة غير خالية ولتکن + عملية ثنائية معرفة علیہاء فان 
الٹنائی ( *,5 ) يسمى زمرة اذا وفقط اذا توفرت الشروط الاتية : 
1 الخاصية التجميعية : 
»هم ax(b xc)‏ کل 8 > .۵,9 
يوجد عنصر 5 © بحيث 
و > مہو < ويه ,65 ۷۵ . 
3 وجود نظیر العناصر : 
لكل 5 46 يوجد 5 بحيث 
ع -- ههرا = ayb‏ 


( بهذه الحالة نکتب ٥-8"‏ ). 


مثال (1) : 

اذا كانت 2 مجموعة الاعداد الصحيحة فأن (+,2) تکون زمرة لکن 
و ر 7 ) ليست زمرة وذلك لعدم وجود نظیر للعنصر 62 © . 
مثال (2) : 

اذا كانت 18 مجموعة الاعداد الحقيقية فان ( + و ۴ ) تکون زمرة . 
متال (3) : 

اذا كانت 5مجموعة الصفوفات ذات الدرجة 2 <2 والعناصر المأخوذة من 
مجموعة الاعداد الصحيحة فأن 5 تکون زمرة تحت عملية جمع الصفوفات . 


تعریف : 
اذا كانت (*,5) زمرة فیقال بأنها تبادلية اذا وفقط اذا كان : 


لكل 5 6 ,2 يكون 8٭ا = امة . 


مثال (4) : 


جميع الزمر المعرفة في الامثلة (1) , (2) , (3) اعلاه تکون زمراً تبادلية . 


مثال (5) : 

ان مجموعة الصفوفات الربعة ذات الدرجة 3×3 وذات العناصر المأخوذة 
من مجموعة الاعداد ا حقیقیة والتى یکون حدد كل منہا لايساوي صفر تکون زمرة غير 
تبادلية تحت عملیة ضرب امصفوفات . 
تعریف : 


لتکن 5 مجموعة غير خالية ولتکن کل من ب عي عملية ثنائية 
معرفة على ۹ء فأن الثلائي (ع#,«,5) يسمى حقلاً اذا وفقط اذا توفرت الشروط 
الاتية : 
(1) (٭ ,8) زمرة تبادلية . 
(0 ( ر زمرة ا حیت 065 هو العنصر احاید ول 
للعملية * 


۷ a,b,c,€S, a # (b»C)= (a # (۷۵ # © G) 
. وا خاصیة اعلاه تسمی خاصیة التوزیع‎ 


مثال (6) : 


الٹلای (., + ,۸) هو حقل ویسمی حقل الاعداد الحقيقية . 
مثال (7) : 
الٹلائی (. ,+ ,) هو حقل ویسمی حقل الاعداد العقدية . 


ملاحظة : 


سوف نرمز دائماً للعنضر اشحاید باللسبة للعملية ال ي بالرمز 0 


وسوف نرمز للعنصر ا حاید بالنسبة للعملية الثانية عم بالرمز 1 وذلك في اي حقل 
من اخقول ( ےل و* .(F,‏ 


Vectors in Plane 2130 التجهات في الستوی والفراغ‎ )1-2( 
Space 


في الفيزياء توجد مفاهم كالقوة والازاحة والسرعة والتعجيل يحتاج وصفها 
الل كحية واتجاه . لقد جرت العادة على ثيل المفاهم اعلاه باسهم ذات اطوال ترمز 
الانجاه 1 


5 


= 


للكمية وراس السهم يرمز 


ف ۱ توی و لفراغ 


(5,0) وهذا ٹل متجه من ۶ الى © ويرمز له بالرمز ۳0 ببذه الحالة 8 تسم 
نقطة البداية و 0۵ تسمى نقطة النبایه . 


ع کر یں و 070 : وکا 
يمحن وصف اي متجه على انه :و ج مرتب من النقاط 


سوف نقول بأن المتجهين متساويان اذا تساويا في الطول وكان هما نفس 


الاتجاه ( انظر الشكل (2-1) ) . 





و گا وو نج 


پیج و 





تک 62-١١‏ (ط) 


ج چ 

في الشكل اعلاهء التجهان ۶Q‏ و 2525 متساويان ويمثلان نفس 
التجه OT‏ 

لک ا با کا وی اد 
E‏ 8 ات ا بالنسبة نقطة الال ٠.0‏ 

۱ إن المتجهات التي تمثل تمثل القوى في الفيزياء يمكن جمعها لتنتج قوة جديدة 

تسمى محصلة القوى رک كالأتي : ۹ : 
لو كان لدينا متجهان ۲ ,0 فان جمعهما کا مین في الشكل (2-2). 





شكل (2-2) 


اي اننا الكل متوازي BC‏ لای 5 1 النقاط 20 0 O:‏ 


كذلك بالامكان تعريف ضرب متجه بعدد کالانی : 

لنفترض ان 2 متجهاً وان 8 عدداً حقيقياً . 
٤‏ جہ ی 

اذا كان 0< 8 فنعرف المتجه 5ج على انه متجه بأتجاه 8 لکن طوله يساوي طول ۴ 
مضروب في 8 ( انظر الشكل 2-3 ) 

اذا کان 0> 8 فنعرف التجه 38 على انه متجه بعکس اتجاه 8 لکن 
طوله يساوي طول 2 مضروب نی ۵- ( انظر الشكل 2-3 ). 

اذا كان 2-0 فتعرف ڈو على انه يساوي 0( التجه الصفري ) . 


3È 


TY 





شكل (2-3) 


بذلك يمكن تحقيق القوانين التالية : 


4) P+ (FB -6 
۳+ 6( =aP +0 
(6) (a+ (8 =aP + bP 
(7) (ab)P = a(bP) , 
(8) OP =o, 1.P =P 


لاح ہے اھ 
حظ ان القانون (6) ي تور 
۱٢ .‏ 


القانون (5) بتوزيع الاعداد على المتجهات» کا ان (+) ذكرت في (5) و (6) مرتين 
احداهما تعني ال حمع الاعتيادي للاعداد والاعری تعني جمع التجهات . 

.الان نستحدث احدائیات في المستوى بحیث ان كل نقطة 2 في المستوى 
تکتب على شکل (,۳0 واحدائیات في الفراغ بحيث ان كل نقطة ۳ في الفراغ 
تکتب على شکل (7)5,۷,۶ حیث 7,2[,× اعدادا حقيقية . 


۲ اعتبر ان ۸ هو اي متجه في الستوی وافرض؛ کا في الشکل (2.4) ان 
۸ قد وضع بحيث تكون نقطة بدايته عند نقطة الاصل لنظام الاحداثيات والنقطة 
(4)8,6. تكون نقطة نهايته» عندئذ نكتب : (8,5) =۸ . ( اي ان ل هو متجه 
الوضع للنقطة 4). 





اذا وضع متجهان متساوبان 8,۸ بحیث تقع نقطتا بدايتهما عند نقطة 
الاصل فإنه من الواضح ان نقطتي نہایتہما يجب ان تنطبقا ( لان المتجهين هما نفس 
الطول والاتجاہ ( . وهٰذا يكون للمتجهين الاحداثیات نفسها . وبالوضوح نفسه فان 
التجهات التي ها الاحداثیات نفسها يجب ان يكون ها الطول نفسه والاتجاه نفسه 
ومن ثم تكون متساوية وملخص ذلك هو ان المتجهين 


جہ جہ 
یه A= (a,,‏ , (وط B= (b,,‏ 
يكونان متساويين اذا وفقط اذا كان : 
رتا = ,تا = ,8 
وکن بسهولة اجراء عمليات يمه أنه التجهات والضرب فی اعداد بدلالة 
الاحداثیات وذلك کا يلي : اذا ان ار B= (b,,b (= (a,‏ 
فان : (را + رھ ورط + ,ھ) = A+ B=‏ 
واذا کان (مق,,2) و ٣‏ اي عدد حقيقي فانه بالامکان اثبات ان : 
(ي13 , ,4( = rA‏ 
فمثلاً اذا كان (1,2) G3, 0, A=‏ =8 فان 
(2,2-) = (0 + 1-3,2) ع (3,0-) + )1,2( 3 +۸ 
(5,10) ع (5,2 ,5.1( > (5)1,2 ح 52 
ومثال اخ على العهايات الجبرية ا اشجهات في الفراغ : 
اذا كان (0:1,2) < ۸ ,(3, 1-,2) B=‏ فأن 
(1,3-,2) )1-( + )0,1,2( (0/2 قا 2 (1/2) 
(3-,2,1-) + (0,1/2,1) = 
(2-,2,3/2-)ع- 
تظهر في بعض الاحيان متجهات نقطة بدايتها ليست عند نقطة الاصل . 
لايجاذ اجدائیات متجه ۸ نقطة بدایته هي (,,۶,)5 ونقطة نہایته (ر3,وتا رط فإننا 


فكون متجهاً مساوباً نقطة بدایته عند نقطة الاصل . في شکل (2.5)ء 06 0 
هو هذا المتجه . وان مرکبات ر7 = هي الاحدائيات (8,5) للنقطة ©. 


۱۸ 







(رلاءیتارط 


۷, ( 


شکل (2.5) 


من شکل (2.5) ,68ت ,00+05 او بدلالة الاحدائیات 
(ولاوية) = (a,b) + (x,y)‏ 
أو (ولاوية) = (إ/ا+ ط و ,×+ 8) 
بمساواة المركبات المتناظرة وا حل بالنسبة الى 8,5 نحصل على ان الاحداثیات للمتجه 
A= P,P»‏ تعطى کا يلي : 
٥= )0,-7,(‏ ,(ر×-ر×) =ھ 
وبالطريقة نفسها بالنسبة الى التجهات في الفراغ . 


مثال (1): 
المتجه الذي نقطة بدايته (۴,)3,4 ونقطة نہایته (5,7-)ر۴ هھ و و 
(5-3,7-4-) = رط ,۳ < ۸ 
(8,3-) 5-5 


بحقق 0 0 ,)@ «(3) ۳ ا بأعداد حقيقية بحيث تتحقق و .0۰ 
(D, (©), (5)‏ )8( اعلا ۰ 


هنالك مجموعات كثية لها الخصائص نفسها التي توفرت بالمستوى ۴ 
ولكي نضع التعريف العام سوف نقدم مفهوم فضاء المتجهات على اي حقل وذلك 
في البند القادم : 


ماين (1.2) 


1 ذا کان (1,2) =۸ ,(1,4-) = B=‏ ,)0,3 6 
أ) جد الج 1/3(6) + 28/ -2۸. 
(ب) جد اعداد.حقيقية. 2,0 تحقق العادلة 68+ aA‏ = 
(ج) جد المنجه ۸-3-0 ۷3 . 
(د) ارسم التجه 8 ثم ارسم المتجهين 28 ,38- ولاحظ علاقتهما 
بال مت جه ڈ8 , 
(ه ) جد الاعداد الحقيقية 7× التي تحقق المعادلة 
x +6‏ 
حيث ان (0:0) 
(و) جد اعداد حقيقية ار تحقق المعادلة (1) والشرط (2) أدناه . 
...26-0 + قز + شک 
0 0۰ گو XYZ‏ 
2 جد متجهاً بدايته (8)1,2 ويكون بأتجاه التجه (2,3-) 3 . 
3 جد متجهاً بعكس اتجاه المتجه (2)2,1,5 ونقطة نهایته في (1,0,2-)0 . 


۲۰ 


4 اوجد مجموع التجهین 20 ,25 عندما (0,1,1) = ۴ 
R = )1,0,-1(, © = )1,0,0(‏ ,(2,2,2) < 5 
5 - لکن (1,1) 3 ,(2,3) = © ,(2,3-) R=‏ ,(1-,1) 8 
جد 20-15 ,155+ PQ‏ . 
6 اكتب المتجه (۳)2,7,1 کحاصل جمع متجهین احدها يوازي الستوی 
× . والاخر يوازي حور 2 . 


(1-3) فضاء المتجهات  -Vector Space‏ 
2ء وكذلك امكانية تعريف ضرب المتجهات في كل من 8 و 22 باعداد حقيقية 
( عناصر تنتمي الى حقل الاعداد الحقيقية ۴ ) . 
ان العمليتين اعلاه تحققان الشروط 8-1 السالفة الذكر. 
في هذا البند سنعرف فضاء المتجهات على حقل ۴ لیس بالضرورة ان 
يكون حقل الاعداد الحقيقية . 
07 
بفضاء متجهات على الحقل ۴ نقصد مجموعة ۷ عناصرها تسمى 
متجهات بمعية عمليتين . العملية الاؤلى هي عملية جمع التجهات والتي تعين لكل 
زوج من المتجهات 8,۸ في ۷ متجه وحيد 8 +۵ في ۷ . 
العملية الثانية هي عملية الضرب القياسي والتي تعين لكل متجه ھ في ۷ 
ولكل عدد × في الحقل ۴ متجه يرمز له بالرمز 4× يسمى الضرب القيامي للعدد × 
با مجه ۸ . العمليتان اعلاه يجب ان تحققان الشروط التالية : 
1 ل +8 -8 +8 لكل زوج من المتجهات 3,۸( القانون الابدالي ) . 
2 +8)+4 02+ (4+8) لکل ثلاڻي من المتجهات ۸,8,٤٥‏ 


2 القانون التجميعي 36 


۲١ 


3 يوجد متجه وحيد 0 يسمى المتجه الصفري يحقق 4 =0 +۸ لكل ۸ 
في ۷. 

4 لكل متجه ۸ في ۷ يوجد متجه ۸- في ۷ يحقق 0> (8-) +۸ . 

5 88 + هل = (8 + 4)< لکل زوج من المتجهات 8,۸ ولكل عدد × في 
.F‏ 

6 ۵+۷۸ ۱۷(۸۵ + <) لکل متجه ۸ ولکل زوج من العناصر ۷ في 
۲ 

7 __ (۷۸)×> ۸() لکل متجه ۸ ولکل زوج من العناصر 1 في ۴. 

8 ۔ ۸ - 1.6 لکل متجه ۸ في ۷ . 


ان عناصر الحقل ۴ تسمی اعداداً قاس 

لقد لاحظنا ان كلاً من ۸ و 82 ( الستوی. الفراغ ) على التوالي يكون 
فضاء متجهات على حقل الاعداد ا حقیقیة . لکن هنالك فضاءات كثية ليست . 
ذات طبيعة هندسية ولکن ها نفس البنية الرياضية وا خصائص الجحبرية کالفضاءات 
و ۳ 


ملححظة : 


لقد عرفنا فضاء التجهات على اي حقل معين لكي يكون تناولنا للمادة 
شاملاً وعاماً لکننا سوف نرکز في امثلتنا على حقلین فقط هما حقل الاعداد الحقيقية 
R‏ وحقل الاعداد العقدية ٤‏ . في بعض السائل نتطرق الى حقل الاعداد النسبية . 


. امثلة متنوعة على فضاء التجهات 
1 لتكن ۷ مجموعة المصفوفات 2 ×2 عناصها اعداد حقيقية . 
اذا كان : 
رر 2 
0 55 3 7 





Y۲ 


ور + وه a, FD,‏ 
-- 8 دم 
ہرتا + ري روط + رية 
ونعرف عملية الضرب القيامي کالاتی: ‏ × 





إن ۷ فضاء متجهات على الحقل 8 بالنسبة للعملیتین اعلاه وعکن تحقیق ذلك 
كالاني : 
الشرطان (1)ء (2) يتحققان بدون عناء وذلك لان جمع الاعداد الحقيقية يكون ابدالياً 
وتجميعيا . 


بالنسبة للشرط (3) ناخذ 


وبذلك يمكن تحقیق 


۳۳ 


بالنسبة للشرط (4)ء لكل a‏ 9 


۷ 
A= 3‏ 
د3 ر2 
يعرف - بالاتی: 7 2 
5 ۱ |-ه- 
وہ سک 
بذلك یکون لدینا: 0> (ھ۔)+ھ 


الشروط الاخرى يمكن تحقيقها بسهرلة., 
2 بصورة عامة اذا كان ۴ حقلا فإن مجموعة المصفوفات ١‏ × 12 على ا حقل 
۴ والتي یرمز ها بالرمز (5)یں, 8 تکون فضاء متجهات على الحقل ۴ 
بالنسبة لعملية جمع المصفوفات وعملية ضرب المصفوفات باعداد . 
3 اذا كان ۴ حقلاً وكان 2 عدداً طبيعياً فان المجموعة ”۴ تعرف بالآتي : 
F"=f(xy.... 67 [‏ 
وتكون فضاء متجهات على ا حقل ۴ بالنسبة لعملية الجمع العرفة ب 
ليولا + یدیلک (Yq) 2 (XK,‏ ل لک (Ks‏ . 
وعملية الضرب القياسي العروفة ب 


...۰و  )۲‏ ( 1۳۰۰۰۰ 
ملاحظة : 


الفضاء ۳۳ في المثال اعلاه هو تعمم للفضائین ۸ و 1 فعندما ۴ =۴ 
و 2ھ نحصل على الفضاء 22 وعندما =۴ و 2-3 نحصل على الفضاء*3 . 


5: 


4 لاي عدد طبيعي 1 ولاي حقل ۴ نعرف امجموعة 
P,P =a, + a,x + .... + 2 ۰۳3‏ 
اي ان (۳.)۳ مجموعة متعددات الحدود ب × ذات الدرجة: 
التي لاتتعدی ‏ ومعاملاتها عناصر في الحقل ۳ . ("۳,)۳ تکون فضاء 
متجهات على الحقل ۴ بالنسبة لعملية ا جمع العرفة ب 
b,x + .... 0‏ + رط) + (a, + aX + .....+ a,x")‏ 
(a, + b,x"‏ + .... +×(رط + (a, + b,) + (a,‏ 
وعملية الضرب القياسي المعروفة ب 
a,x + .... + a,x") = (ra) + (ra JX + ... + (ra, )x"‏ + و۲62 
نشير هنا الى ان متعددة الحدود الصفرية 
رن + .... +0۶4 + 0-0 
تکون التجه الصفري وان نظیر اي متجه 2 + ... +2 +۸ 
یکون '×(ہ3۔) + ... +( 3-) + (2) = ھ۔ 
المثال التالي يوضح تعدد فضاءات المتجهات . 
> لتكن (0,ة) الفترة المفتوحة والتي تحتوي على جميع الاعداد الحقيقية × التي 
تحقق 15> >2 
لتكن : ۰ 3 ؟ دالة مستمرق R‏ حل C(a,b) > f:f:(a,b)‏ 
اي ان (38,5)© تمثل مجموعة الدوال الحقيقية والمستمرة والمعرفة على الفترة 
الفتوحة (2,0) . 
(0)3,5© تکون فضاء متجهات على حقل الاعداد ا حقیقیة 1 بالنسبة 
لعمليتي الجمع وااضرب القياسي المعرفتين کا يلي : 
(ع + f(x)‏ = (0)(ع + f,g > C(a,b), (f‏ 


۲ 61, f € C(a,b), )۶٢)×( = rf(x) 


و ۲ 


ما ان جمع الدوال اعلاہ معرف بواسطة جمع الاعداد الحقيقية فإن الشروط 
" (۰)1 (2) تتحقق ( لاحظ ان 1+8 تكون دالة مستمرة وان ۲٢‏ تکون دالة مستمرة 
: لاي (0)2,۳ 6 8,) ولاي عدد حقيقي ۲ . 


ان التجه الصفري في (8,5)© یکون الدالة ۰ ۸ م (ط,0:)8 


ت“ 060-0 لکل (۵,۱)ے × ` 
کیا ان نظير ؟ هو 4- ويعرف کا بلي 
()1-> (00(-) 
ما ان (O + 9x) = 000 + f(x)‏ 
f(x)‏ +0 ع 
(00] = 
فيكون : O+f=f‏ 


لكل (0)8,6© © ]ءاي ان الشرط (3) يتحقق ولتحقيق الشرط (4) نلاحظ : 
(f+ )- (0 = 100 + )1(00(‏ 
f(x) - 100‏ = 
0= 
إذن: ١‏ 0-0-)+غ لكل (8,56)© ۶6 . لتحقيق الشرط (5) نلاحظ : 


(r(f + ((ع‎ (x) = r(f + 8()<( 
= ۲)۲۵( + 80«(( 
= rf(x) + rg(x) 
= (r(x) + (r8)(x) 
= (rf + (×)(چح‎ 


۱ فيكون : 


r(f + رع‎ > ۲۲+ 8 


۳۹ 


لكل ۲61 ولکل fg ©) (a,b)‏ ۰ يمكن تة الشروط )6( (2D,‏ ,)8( 
بصورة مائلة . . 


ملاحظة : 


ان نوع العملية مهم جداً في بناء فضاء التجهات والمثال الاتي يوضح 
ذلك . 


6 لتكن ”۸ مجموعة نقاط المستوى . انظر الى العمليتين 


(2 + لامي + ,<( > (ولاويك) + ( لام ) 
(X,Y)‏ = (۲),۷ 

ان ۸۶ لاتكون فضاء متجهات بالنسبة للعملیتین اعلاه . وذلك لانه عند اخذ : 
1= ,۲ ,2- = ر ,(1,1) = ۸ فان 
(r, + r) A= (1-2) A = (-1) (1,1) = (-1,1)‏ 
(2,1-) = ۸ر۳ ,(1,1) = ۲,A‏ 
(1,1-( > (1,2-) =)2,1-( + )1,1( = هرت +۲۸ 

اي ان شر( + ,۲) # شرم + 1,۸ . 


1 - في الفضاء (21,,)10 على الحقل 18 اذا كان 
A= B=‏ 
1/2 7 2 3 1- 





فإحسب كل من : 2۸ ,38 ,58 +2۸ 
الحل : بمراجعة مثال (2) یتضح أن 


۳۷ 


۷] 
1/2 


5/2 


کت 


-5 


35 


2 1 0 ء۳ 
2-]| ۶ هو 3 ۷۶ - ۷2۸ 





-1 3 0 
7 1/2 5 6 
V7 0 0 
2۸ + 58 4 + 5 

3 2 
27 0 2 0 

۳۳ + 
2 6 10 10 


3 ئى 22] 






8 41 25/2 | 


۳۸ 


2 - في الفضاء © على الحقل © حقل الاعداد العقدية» اذا كان 
A= )(,1 +1,5(, B= )2 +i, 1+ 31,-1(‏ 
فإحسب كلاً من : 2۸ ,1(8+ 1( ,31(8 +2)-۸: 
بمراجعة مثأل (3) يتضح ان : 
(21,10 + 21,2) = (1,5+ 20,1 > 2۸ 
+B =(1 +i) )2 +1, 1+ 31,-1(‏ 1) 
(CD)‏ (ز +۷) ,3+ 1) +i)‏ 1( , (ذ+ 2) +i)‏ 1( = 
(1-1 ,41 + 2- ,31 + 1) = 
iA-(2 + 310(8 = (-1,-1 +i, Si)-(1 + 8i,-7 + 91,3-21(‏ 
71+ 3- ,6-81 ,2-81-) = 


3 في الفضاء (۸)ر۴ على الحقل ۸ › اذا كان 
۷ك A=2+3x-x, B=5, C=‏ 
فإحسب کلا من : 1/2(۸) ,30+ 8 + هر 
الحل : بمراجعة مثال (4) يتضح ان : 
(1/2)A = )1/2()2 + 3×. = 1+ )3/2(-)1/2(<© ۱‏ 
3x-x?) + (5) + 3( 2%)‏ + 2( -30+ط+ھ 
رز 3)1 +7 = 


4 في الفضاء (1,3-)© على الحقل 1ء اذا كان 
f(x) = 52-2‏ ,1 (1,3-):] 
9R, g(x) > 7‏ (1,3-) :2 
فإحسب كلاً من : ۶- ,1/3(8) ,21-48 


۲۹ 


ا حل: بمراجعة المثال (5) يتضح ان : 
(10- = )<( (1-) راج -f:(-1,3)‏ 
اي ان: 2 (5-2)- = ))6( 
2 + 5- = 
(1/3(200) = (1/3(2(60)) ,8 ج-(1,3-):ع (1/3) 

(x) = (1/3)Sin Xx‏ (و(1/3)) 
(2f-4g8) (x) = 210-4809‏ 

= 2(5x-2)-4Sin 721 

= 10x-4-4Sin 2 x 


بعد استعراض امثلة متنوعة على مفهوم فضاء المتجهات وقبل الدخول في 
مفهوم الفضاء الجزثي سنذکر الميهنة التالية . 


مبرهنة (1.3.1) : 
' لیکن ۷ فضاء متجهات على الحقل 7. وليكن ۸٤۷‏ متجهاً و 
"1 6 عددا قیاسیا فان : 
1 0۸20 
۶-۸-2 1۱(۵-) 
2.0203 
البرهان : 
1 من خصائص فضاء التجهات يكون لدينا : 
ره + 0) = 0۸ 
۸ + 0۸ = 
لکن 0+ 0۸ = ره 
إذن : 0۸+۸ -0+ھ0 


بإضافة (0۸)- الى طرفي المعادلة اعلاه حصل على 


-)0۸( + (oA + )0(- -)0۸( + (oA + 0A) 
(-(oA) + oA) + O= (-(oA) + ذه + (ه‎ 
0 +0< 0+ مہ‎ 
O = oA 


)1+ )-1((4 - 14 + )-1(4 لے‎ 
oA = A+ CDA 
O=A+ (CDA 


وعليه يكون لدينا CDA=-A‏ 


×)0+0( = xO + xO وا‎ 
×0 = xO+ xO 
O + xO = xO+xO 


باضافة (0×)- الى طرفي المعادلة اعلاه واجراء حطوات ماثلة لتلك التي اجريناها في 
برهان (1) نحصل على النتيجة المطلوبة . 
۱ (و.ها.م.) 
تمارين )1.3 


1- اكتب الفضاء الذي ينتمي اليه كل من المتجهات التالية ووضح على اي 
حقل ممكن ان يكون . 


)1,2,-1(, (2,2 + 1,5), و(ذو1-,1,1)‎ -6, 4+ 2 
)1/2,1(, 00 ۱ ۱ i + 2x-(1 + رز‎ 
4 


1 =e, : f ج(0,1):‎ 8 


2 -(م)في الفضاء (©),رM‏ على الحقل ن » جد ناتج كلاً ما بلي : 
کے وک 
نا 1 0 ° ]۱/2 5- ابرا ما2 


(ب) في الفضاء (),۳ على الحقل 1ء جد ناتج مایل : 
x-x2)-4x + )2-7 + 4)‏ + ۷30۵2 . 
(ج) جد قم 2,0 التي تحقق المعادلة : 


8 5 1 2 1- 1- 2 
5 8 
0 11/2 0 وم | | 0 3 


وذلك فی الفضاء M,)8(‏ على حقل الاعداد الحقيقية . 
3 لیکن ۴ حقلاً و 8 مجموعة غير خالية . لتكن ۷ مجموعة كل الدوال من 5 
الى ۳ . نعرف جمع اي دالتين €۷ 5,8 على انه الدالة 6۷ ع +۶ المعرفة 
1 يل : 800 + (×)۴ = رع + ]) . ونعرف حاصل ضرب عدد قيامي 
"61 بالدالة 6۷ ۴ على انه الدالة ۲۶ العرفة کا يلي : 
(r) (x) = rf(x)‏ 
إثبت ان ۷ تكون فضاء متجهات على الحقل ۴ وذلك بالنسبة للعمليتين اعلاه . 


۳۲ 


4 سے لتکن V=R”‏ جموعه الاعداد الحقيقية الوجبة , نعرف الجمع والضرب 
بأعداد قياسية من الحقل ۸ کا بلي : 
۷ ح ۷+ ×ڑ 
IX = xX‏ 
وذلك لاي ۷ع 2,۷ ولاي عدد حقيقي ۲. 
ثبت ان ۷ فضاء متجهات بالنسبة للعملیتین اعلاه . 
5 اثبت ان مجموعة حلول نظام المعادلات المتجانسة : 
0 2 یی + . ۰ a, FAK‏ 
ا رو2 + . ۰ يكارية + ری 
0= وكلومة + . ۰ aya‏ + ره 
تكون فضاء متجهات على الحقل ۴ علماً بأن €۴ رھ لكل ز,ز۔ 
6 - لتكن 77 = ۷. نعرف عمليتي جمع وضرب فيامي کالانی : 
(ر × ب و31 + GY;‏ ےا = (ولاورنر) + )5,,١(‏ 
r(x,y) = (FY, -F ¥)‏ 
هل ان ۷ فضاء متجهات على الحقل R؟‏ . 


لتكن 82 = ۷ . برهن على ان ۷ ليست فضاء متجهات على ۸ بالنسبة 
الى کل من عمليتي الجمع والضرب القياسي التالية 
YF r (x,y) = (K,2FY)‏ +لاہ× + (x,‏ = (ولامیک) + (DD (KY)‏ _ 
(rx, ry)‏ = لا r(x,‏ ۶( ,ل و0 - (ولاويئة) +(,۷,×) (i)‏ 
(x,y) = (x,y)‏ ۲ زولا + (KY) = 6 + XY,‏ + ( لام (ii)‏ . 
A n‏ 31 5 اش تم 
838 برهن على ان 6 يكون فضاء متجهات عل حقل الاعداد 7 الحقيقية 
ايضا ¢ وذلك لاي „Rn‏ 
9 اثبت ان العادلة : ۱ 
y(2,5 + 2i) = (7 +1,21+9((‏ + (1,1-1 + 1)» 


۳۳ 


قابلة للحل في الفضاء 2 © على الحقل جء لکن غير قابلة للحل في الفضاء © 
على الحقل ۸ . 


(1.4) الفضاءات الجرئية ٥‏ 81008086 


اذا كان ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴ فان بعض المجموعات الجزئية 
من الفضاء ۷ تکون بدورها فضاءات متجهات بالنسبة الى عمليتي جمع التجهات 
والضرب في اعداد قياسية المعرفتين على ۷ء سوف ندرس في هذا البند مثل هذه 
المجموعات الحزئية بالتفصيل . 


تعريف : 

0 أي مجموعة جزئية 10 من فضاء متجهات ۷ على الحقل ۴ تسمى فضاءاً 
جزئیا من ۷ اذا كانت ۷[ فضاء متجهات بالنسبة الى عمليتي الجمع والضرب 
بأعداد قياسية المعرفتين على ۷ . 

لو رجعنا الى تعريف فضاء المتجهات لعرفنا مايل : 
حتى تكون المجموعة ۷ فضاء متجهات على ا حقل ۳ يجب ان يعرف عملية جمع 
على ۷ء اي انه لاي زوج من العناصر ۸,8 في ۷ يجب ان يكون حاصل الجمع 
8 +4 عنصرا في ۷ كذلك فانه يجب ان تعرف عملية ضرب قيامي» اي لاي 
عنصر ۸ فی ۷ ولاي عدد × في الحقل ۴ يجب ان يكون حاصل الضرب القياسي 
۸ كاعنصرا فی ۷ . بالاضافة الى الشروط الغانية الواردة في التعريف . 

الان لو اعطيت لنا مجموعة جزيئة 84 من فضاء متجهات ۷ على الحقل 
۴ وطلب منا ان نحقق فيما اذا كانت ۷ فضاءا جزئیا من ۷ فيجب علينا ان نحقق 
مايل : 
( أ ) لاي زوج من العناصر 8 ,4 فی 20 يجب ان يكون 8 + ۸ عنصرا في 

۸ عندئذ نقول بان ۷ مغلقة تحت عملية الجمع ) . 


دس 


(ب) لاي عنصر ۸ في ۷1 ولاي عدد قياسي × في يجب ان یکون ۸× 
عنصراً في ۷۸ ( عندئذ نقول بأن 8۷ مغلقة تحت عملية الضرب 
القيامي ) . 
هذا بالاضافة الى تحقيق الشروط من (1) الى (8) الواردة في تعريف فضاء 
التجهات . 
على الرغم من ذلك» اذا كانت 8۷ مجموعة جزيئة من مجموعة اکبر ۷ 
التي تکون بالفعل فضاء متجهات » فان بعض الشروط لاحتاج الى تحقيق للفضاء 
۷ 1 تورث من ۷ فمثلاً ا حاجة للتأكد من ان 8+۸ =۸+8 
کہ 
۱ بهذا تكون بقية الشروط الوروئة من ۷ الى 24 هي (2)ء (5)ء (6)ء 
(7)» (8) . اما الشرطان (3) » (4) فیمکن استنتاجهما من الشرطين ( )ء (ب) کا 
يوضحهما برهان المبرهنة الاتية : 


مبرهنة (1-4-1) : 


اذا كانت ۱۷1 مجموعة جزئية غير خالية من فضاء التجهات ۷ على الحقل 
۴ فإن ]1۷ تكون فضاء متجهات اذا وفقط اذا تحققت الشروط التالية : 
( أ ) اذا كان ۸,8 متجهين في ۷1 فان 8 + 4 ایضاً في 14 . 
(ب) اذا كان × اي عدد قياسي وكان ‏ اي متجه في 1۷1 فإن ۸× ایضاً في 
.M‏ 


: البرهان: 


اذا كان 20 فضاءاً جزئياً فإن جميع الشروط تتحقق وبالاخص الشرطين 
رأ)ء رب) اعلاه. 


بالعکس نفرض تحقق الشرطین ( )۰ (ب) اعلاه. حتی یکون 1 


فضاءاً جزئیا نحتاج فقط الى ان نحقق بقية الشروط وکا وضحنا اعلاه نحتاج فقط الى 
ان نحقق الشرطين (3)ء (4) لان بقیة الشروط تورث من ۷ الى M‏ . 

سن قيامي . بوضع و < زر ينتج ان 0 = 0۸۵ موجود نی ]۰1۷ وبوضع 1- x=‏ 
ينتج ان ھ - = ۸ (1-) موجود فی 1 . 


وھ مي 


لكل فضاء متجهات ۷ يوجد على الاقل فضاءان جزيئان. يكون ۷ 
نفسه فضاءاً جزئياً وامجموعة(0المكونة فقط من التجه الصفري تكون فضاءاً جزئیاً 
یسمی بالفضاء الجزثي الصفري . الامثلة الاتية تتناول حالات للفضاءات الجزئية اقل 
بداهة من الفضائین الجحزئيين اعلاه . ' 


مثال (1) : 
برهن على ان ا جموعة : 2×3 = ۷ :(/[,:)1 ]8 تکون فضاءاً جزثیاً من 
فضاء المنجهات ”۸ على الحقل ۸ . 


ال : خذ (رلا ,0 = ۸ و (رلا ورنا) = 8 اي متجهين في 84 و ا اي عدد 


الان : ×2 + ,26 = رل + رل 
(×+ ,»)2= 
ky= k (2x,)‏ 
۱ (,2)1 = 
لذلك فان : 1 EM, kA‏ ظ + ۸. 


لقد برهنا على ان ۷۲ مجموعة مغلقة تحت عمليتي الجمع والضرب القياسي فبذلك 
تکون 8۷ فضاءاً جزئیاً من 82 . 


۳۹ 


مثال (2) : 
برهن على ان ا جموعة : 


2 0 
هه اعداد حقيقية : ۷-4 
5 


0 


تكون فضاءاً جزئياً من فضاء التجهات (34,)8 على الحقل ۸ ( فضاء 
المصفوفات 2 <2 التي عناصرها اعداد حقيقية ) . 


: 0 a, 0 8, 
A+B= 
+ = 
0 0 رن‎ 0 
0 a, + يه‎ 
| رط‎ +b, 0 
0 a, 0 Xa, 
XA=x ۳ 
رٹ‎ 0 Xb, o 


وعلیه يكون 1۷ € 8 + ۸ و M‏ ۸6× بذلك تکون ۷۲ فضاء جزئيا . 


۳۷ 


مثال (3) : 
برهن على ان اجموعة : 
[ ولد ير وت ×3+ الاک کیل 5)) ]۷[ 


تکون فضاءٌ جزئياً من فضاء التجهات “۸ على الحقل ۸ . 


اخل : خذ (ي2ويةرية ,ب3) ع ۰۸۵ (وأررطوروطررط) = B‏ 
اي متجهين في 1۷ و ا اي عدد حقيقي . 
نستنتج من ذلك ان : و8 = 8 ,0 < پ38 + a,‏ 
و9 را ,0 30 + رتا 
الان (رما + +b,,a, + b,,a, + b,,a,‏ رع) > 8 +۸۵ 
(a, + b,) + 3(a, + b,) = (a, + 3a,) + (b, +30‏ 
و + Q‏ = 
8 - 
و +2 = را + a‏ 
وعلیه یکون ۲ © A+B‏ 
kA = (ka,, ka,, kay,ka,)‏ 
© = ه.ا = 32 + ka, + 3ka, = k(a,‏ 
ka, = ka,‏ 
وعليه يكون ۷( 6 kA‏ 
بذلك يكون ۷6 فضاءاً جزئياً من الفضاء 24 على الحقل ۸ 


مثال (4) : 


برهن على ان انجموعة : 
M=fa+ bx +cx?: a+ 2b-c= 11‏ 
ليست فضاءا جزئيا من الفضاء P,(R)‏ على الحقل .R‏ 


۳۸ 


الحل : لو اخذنا: تاره + زرط + A=a,‏ 


تن + ×رط + ره 8 اي متجهين في M‏ . 


.لاستنتجنا بان 1= ع- a, + 2b,‏ , 1 - يء-ر26 + a,‏ 
: لکن ' 2غ( + ع) + <(رط + +a) + (b,‏ ,8) - 8 + لم 
نلاحظ ان = (a, + a) + 200, + b,)-(c, + e)‏ 
)رc-ر2b‏ + (a, +2b,-c,) + (a,‏ 
1 و 2= 1+1 = 
من هذا نستنتج على ان ۷ 6 A+B‏ 
اي ان ۷۲ مجموعة ليست مغلقة تحت عملية ا جمع . وبذلك لايمكن ل ۷ ان 
تکون فضاءا جزئیا . 
مثال (5) : 


فيما بلي جموعات جزئية من فضاء الدوال C(1,5)‏ ( راجع مثال (5) في 
البند (1.3) ) . اختبر کل مجموعة من حيث كونها فضاء جزئیا . 
3f (4) = (1 ۱‏ :۱6-0 
:۵ < 00 لجميع قم × في الفترة (1,5) :)= ,۷ 
3 ڪ 100 لجميع قم × في الفترة (1,5) :4۶ - و 
[ (16-0-(10 لجميع قم × في الفترة (1,5) :46 = ,2/1 
الحل : اختبار ,۷ ۳ 
خذ ۶ء ع اي متجهین في ,1 وخذ ) اي عدد حقيقي : 
يكون عندنا: (1)2 = (3104) (2)ع = (38)4. 
الان : ((8)4 + 3(f(4)‏ = (4)(ع + 3(f‏ 
۱ (4)ع 3 + f(4)‏ 3 = 
)2( ع + (1)2 = 
)2( (ع (f+‏ = 


۳۹ 


بذلك يكون : ,6۷ 8 +1 


3(k)(4) =3 (kf(4)) 
= k(3f(4)) 
=k (f 2)) 
= )1( (2) 


بذلك يكون M,|:‏ € ؟) 
وعليه فان ,11 فضاء جزثي من (1,5) © . 


اختبار ۷۹ 


اختبار و۷ 


اختبار ,9۷۸ ؟ . 


ان الشرط ا موضو ع على الدوال التي تنتمي الى 242 هو ان هذه 
الدوال تكون موجبة لجميع قم ا جال (1,5). انه لمن رت ان 
حاصل جمع اي دالتین موجبتين يكون دالة موجبة وبذلك تکون × 
مغلقة تحت عملية الجمع. لكن ر ليست مغلقة تحت عملية 
الضرب القيامي لانه لو كان 1 عدداً عقا سالباً فإنه لاي 161/12 
يكون لدينا : 

(kf)() = kf(%< o,xe (1,5) لاي‎ 

ر لک ه اا 


.R E 5( الدوال‎ 


,:. و۷ ليست فضاءاً جزئیاً وذلك لانہا غير مغلقة تحت عملية الضرب 


القياسي والتوضيح مائل الى حالة رM‏ . 
خذ 1 8 اي متجهين في ,]1۷ وخذ 6 اي عدد حقيقي . 
يكون عندنا : f (x)= f(6-X)‏ , («-6)ع = 800 
(00ع + (X) = f(x)‏ (ع (f+‏ 
(×-6) ع + (-6)] = 
(6-x)‏ (ع +) = 


بذلك يكون ,11 © ع +1 
kf (x) = kf )6-«(‏ = (د) (kO‏ 
هی وم = 
بذلك یکون ,لاع 1۶ ۱ 
نستنتج من هذا على ان ۸ء9۷ تكون فضاءاً جزئياً من الفضاء (1,5)© على ا حقل ۸ . 


قارين (1.4) 


1 حدد اي مما يلي يكون فضاءاً جزئياً من "2 ,73 11 . 
در جميع التجهات (6,,...,0) = ۰۸ حيث <٥‏ . 
(ب) جميع التجهات (,...:,) = ۰۸۵ حيث ول ر×5 + ,× . 
رج) جميع التجهات (0,...,) = ۰۸۸ حيث 0 = ×× 
(د) جميع التجهات (8,..,,) هد حیث 2,3 = ولا . 
2 حدد اي مما يلي يكون فضاءاً جزئياً من (7) رر . 


ا 2 
(ر) جميع الصفوفات | ط 
0 0 
8,608 اعداد صحيحة . b‏ 8 
وی ا ا 
(ب) جیع الصفوفات عون سے 
5 0 6 
0= 26 + 2-90 


(ج) جميع الصفوفات ھ ذات الدرجة 2 ×2 بحيث یکون ۸ = الل . 

رد ) جميع الصفوفات ۸ ذات الدرجة 2 ×2 بحيث يكون © = (4)]ء0 . 
3 حدد اي ممايلي یکوں فضاءاً جزئياً من ٥”‏ على الحقل © . 

5 ( جميع التجهات (و2در2,2) = ۸۵ حيث 0 = 2 + و2 2 . 

(ب) جميع المتجهات (,2,,2,,2) = كر حيث 55 2. 


3 


(ج) جميع المتجهات ( 2ر2 ,2) ۵ حيثث 2= ۰2 
( د ) جميع التجهات (ر2ور2,,2) = ۸ حيث 4= إ2 . 
4 حدد اي ما يلي يكون فضاءاً من (۴)۴8 . 
2 ) جميع متعدادت الحدود تبج + ارج + 4,۸ + وق حيث 0 = يق . 
(ب) جمیسع متعسددات الحدود تیه +9 + ×4 + 9ء حیث 
=O‏ بو + ,۰8م . ١‏ 
(ج) جميسع متعددات الحدود ' تربع + تيع + ×4 + 4» 
حيث 21 مه + ,3 . 
5 حدد اي مما يلي فضاءاً جزئياً من فضاء الدوال [0,1]© المعرؤة على الفترة 
المغلقة [0.1] . 
( أ ) جميع الدوال ؟ التي تحقق © >(1)1. 
(ب) جميع الدوال ۶ التي تحفق. مگ (×)1 لكل [0,1] 6× . 
(ج) جميع الدوال ۶ التي تحقق 1)3/4((/2 + (1)0) - (1)1/2 . 
رد ) جميع الدوال الثابتة . ۱ 
(ه) جميع الدوال ٤‏ التي يمكن کتابها ×تا +8 = (0] حیث 8,6 اعدادا 
حقيقية ٠‏ 


Algebra of Subspaces جبر الفضاءات الجزئية‎ )1-5( 

. اذا كان كل من ,284 و ۷ فضاءاً جزئياً من فضاء التجهات ۷ على 
الحقل ۴ فإئه بالامكان تكوين ا جحموعتین 
A 6‏ ار UM,={A € ۷:۵ 6 M,‏ ,۱ 
A EMÎ‏ و ,1 ۷:۸ ع A{=رM‏ ۸۸۲ 

سنبين في هذا البند ان الاتحاد .1۷ لا ,۸1 لایکون دائماً فضاءاً جزئياً من 

۷ في حين ان التقاطع 112 24,/0 يكون دائما فضاءا جزئيا ثم نعطي امثلة على 
كيفية حساب تقاطع فضاءين جزئین . سنتطرق كذلك الى جمع الفضاءات ا جزئیة 
وحصائصها ۰ 


3 


مبرهنه (1.5.1) : 
اذا كان كل من ,۷1 و ر۷ فضاءاً جزئياً من فضاء التجهات ۷ على 
الحقل ۴ فإن: 
(أ) ,۷,۲۱۷ یکون فضاءاً جزئياً . 
(ب) ,۷6 لا ,۷1 یکون فضاءاً جزئياً اذا وفقط اذا كانت 
M CM,‏ او 1ح ب۷( . 


البرهان : ر أ) 
خذ 4,8 اي متجهين فی ر 0١‏ ,۷1 وخذ ‏ اي عدد قياسي في ۲ . 
يجب البهنة على ان 28/2 ۷۲,۲۱ © +۸۵ و ]۱۷ ۱۷۲,6۱ © .kA‏ 
7 بما ان كل من ,1۷ 22 فضاءاً جزئياً فنحصل على : 
A+B 1‏ و ,3 6 A+B‏ 
و ,61۷ ۵ و ,۷( ع kA‏ 


۸+ ظ‎ © M, NM, بذلك یکون لدینا‎ 
kA € ۷,۳۱ M, ۳ 


(ب) إفرض أن ۸1,04 فضاء جزثي من ۷ . 
7 لو كان 232 ,۷۲ و ,£ M,‏ لاستنتجنا انه : 
يوجد ,61۷ ۸ و A © M,‏ 
ویوجد 212 © 8 و M,‏ ۶ 8 
على اي حال يكون لدينا 
۱ ر۷ ,۷ 6 ۸ و 2 ۷ 6 8 
7 با ان ر لا ,۷1 فضاء جزنی نستنتج :سب 


۸۵+ 8-60 EM,UM, 


<۳ 


الان : (1)... 0-8 دم 
B= C-A.... (2)‏ 
فإذا كان M,‏ € © فان (2) تعطي ,24 © 8 ( وذلك لان ,86 > ۸ وكون ,1 
فضاءاً جزئياً ينتج ان , M‏ © 4 - وبذلك يكون M,‏ € (۸-) +° = هس -6. 
زمذا غير ممکنءاما اذا كان ۷1 > © فإن (1) تعطي ,61۷ ۸ وهذا غير مکن . 
اذن : ,۷ ۶ © و FM,‏ © 
اي ان : M,U M,‏ © © 
وهذا تناقص 
اذن CM,‏ ,۷6 أو M, CM,‏ 
على العكس لو افترضنا أن 
۷۸,۷ أو M, EM,‏ 
۱ فان 6> M, Û M,‏ أو ۷۸-۸ ,۷ 
: وبأي حالة یکون ,1۷6 لا ,۱۷1 فضاءا جزئیا . 


وح م 


5 فيما يلي نعطي مثالا يوضح ان ,84,1084 لايكون فضاءاً جزئياً بصورة 
مه , 


مثال (1) : 

في الفضاء 282 على ا حقل 8» کل من 

=o} ۱‏ ر2 + XxX‏ تو )ا M,‏ 
f(x,y): Sx+y =o} ۳‏ = ۷( 
یکون فضاءا جزئیا من 132 , 
لاحظ ان ,61 (1-,2) A=‏ و M,‏ ع(1,5-) B=‏ 
اي : M,UM,‏ ۸و ,31 ۷,۸ € ظ 

A+B= (1,4) 


A+ BM, و‎ A+ BM, نلاحظ ان‎ 
۸ + 8 ¢ M, UM بذلك یکون‎ 


٤ 


اي ان MM‏ ليست مجموعة مغلقة تحت عملية الجمعهمن هذا 
نستنتج على ان ١۷, 0M‏ ليست فضاءاً جزئیا . 


مثال ۵ : 
احسب تقاطع الفضاءین ا جزئین م 
ڑہ -32 + 21-17 :)2,¥, گال ۷ 
o3‏ ح وس + x‏ (ھ ,0,۷ M,‏ 
وذلك فی الفضاء ۴ على الحقل ۸ . 
اخحل : لنفرض ان المتجه (۷,2,×) = ھ ينتمي الى التقاطع ,3۷۲۸۷ . 
يكون لدینا عندئذ معادلتین : 
(0.....)1 < 32 + 2-۱ 
(0.....)2 ع ۷-2 + 


بضب العادلة (2) في 2- وجعها مع العادلة (1) نحصل على : 


)3 0۰ >> 572 + 3۔ 
اي ان : ۱ 2 (5/3) y=‏ 
بالتعویض في العادلة (1) نحصل على ۱ 


2/3(2-) =× . 
بذلك یکون حل العادلتین اعلاه کالاتی : ۱ 
x= )2/3(2, y= )5/9(2, 2-2‏ 

اذا يمكن وصف التقاطع کالانی : 
ڑ 2-2 بت(۹/3) y=‏ ,2/3(2) = ۲ :(2,ز,]- لوك 


مثال (3) : ۱ 
في الفضاء (۳,)۴ على الحقل ۸ » احسب التقاطع 1۷6۱۷ اذا علمت 
بأن : 
29-0207 + و : تبن + M =fa + bx‏ 
N=fa + bx+cx : b=o, a+3c= o}‏ 
ال : افرض ان المتجه 2 + تا + و عم 
ينتمي الى التقاطع 11 ۷1/۷ . 
يكون لدینا عندئذ ثلاث معادلات : 
(1)... 60 -ع-26 a+‏ 


عند حل المعادلات اعلاه نحصل على : 26-0 طح 8.نرى من هذا ان 
التقاطع يحتوي على متجه واحد فقط هو 0= 0 +0 + 0 - يهم 
اي متعددة الحدود الضفرية . اذا یکن وصف التقاطع کالاتی : 
۱ ° ردص 
جمع الفضاءات الجرئية : 
اذا كان کل من 11 و ( فضاءاً جزئياً من فضاء التجهات ۷ على الحقل 
۴ فانه بلامکان ان نکون المجموعة الاتية : 
A EM, BE N}‏ :8 جما - +3 
اي ان +۷1 يحتوي على جميع التجهات في ۷ التي يمكن كتابتها کحاصل جمع 
متجهین أحدها في ۸ وال خر في . المبرهنة ادناه توضح ان المجموعة الجزئية 
, +( تکون فضاءا جزئیا يحتوي على کل من 24 و N‏ . 


مبرهنة (1.5.2) : 
اذا كان ۷ فضاء متجهات على حقل ۴ ركان کل من 34 و 10 فضاءاً 
جزئياً من ۷ فإن × +21 يكون فضاءاً جزئياً من ۷ يحتوي على کل من ۷۸ و . 
البرهان : 
خذ A © M+N‏ و 6+۷ يذ اي متجهین في 14+13 | و 16۲ 
اي عدد قياسي . يجب ان نحقق : 
(i)‏ (+۸,6۷+,۸. 
)ب( +۴۸1 ,2۵ 
ما ان ۲ +۷ © A,‏ و 6۸۵+۱ یھ . اذا بوجد B,€ M‏ و 6 
بحیٹ . €٤,‏ + ,8 = ,ںھ. 
كذلك یوجد 61۷ ر8 و > ین) بحیٹ ,0 + A, = B,‏ 
(B, + 0( + (B, + 6",‏ ع بھ + A,‏ 
(C, +C,)‏ + (رظ + (B,‏ = 
نلاحظ ان 614 ,8+ ,8 و ۷( ,0 + ,© وذلك لان كلاً من ۷6 و N‏ فضاء ٠‏ 
جزبي من ۷ . 
من تعرین ‏ +۷ ينتج ان A, + A, 61۷۲+ N‏ 


xA, =x(B, + (ر6‎ 
= xB, + رن‎ 

4 ,8 و N‏ 6,6 وذلك لان كلاً من ۷1 و × فضاء جزيي من ۷ . 

إذا: ۷( +۷ 6 ,۸ 

الان اذا كان 6۷ ھ فأنه بالامکان كتابة ۸ على الشکل : 


A=A+O0 


اي ان ھ يمكن کتابته کحاصل جمع متجهین احدها ۸6۲ والاخر 61 © 


۷ 


بذلك يكون × + © ٧٨15‏ بنفس الطريقة فان کل متجه 71 © 8 يمكن كتابته على 
الشكل : 
B=O+B‏ 
اي ان B&N‏ تتج +۷ © 8 
بذلك يكون : N CM +N‏ 
نری من هذا ان 24+14 فضاء جزٹی من ۷ يحتوي على کل من ۷۸ و 
. 


(و. هه .م.) 
نطلق على الفضاء الجزثي +۷1 إسم مجموع الفضاءین ۷۲ و N‏ او 
جمع الفضاءین ۷۸ و . 
الان نتناول بعض الامثلة التي توضح فكرة جمع الفضاءات ا حزئیة . 


مثال (4) : 
في الفضاء 2 على الحقل ۸ › اذا كان 
M={(,0): x € 3‏ 


N= {o,:y 6 R} 
M+N : فإحسب‎ 


الحل: لیکن ھ متجهاً في × +1 ءمن التعريف ء يوجد متجه )×,٥(‏ =8 في ۸ 
ومتجه اخر (¥,0) =€ فی لا[ بحيث : 


A=B+C 

اي ان A= (x,y)‏ 
اذا رہ € M+N={(x,y): x,y‏ 
اي ان M+N=R?‏ 


يمكن توضيح المثال هندسياً كالاتي : 
الفضاء الجزثي ۷ يمثل حور السينات في الستوی 82 


1۸ 


الفضاء الجزثي لا[ يمثل حور الصادات في المستوى 137 
حاصل جمع ۸ و N‏ اي الفضاء الجزني M+ ٨‏ 
يساوي كل المستوى 8 . انظر الشكل (5.1) أدناه 





شكل (5.1) 


مثال (5) : 
في الفضاء 14 على الحقل ۹ء اذا كان : 
M={(o,y,2,0): ۲,2 € R}‏ 
N= {x,0,2,W): ×7۷ 6‏ 


1۹ 





فاحسب لا M+‏ 

الحل : خذ (0,ر2ی 0,۷) = ۸ اي متجه في 71 وخذ (ر¥,ر0,2,ر×) =8 اي متجه 

في لا . 

A+ B= 7ت ۷,ب×)‎ + ZW») 

M + N=f(x,y,2,w): X,J,W ER} اذن‎ 

وذلك لان اي متجه في 14 حج(۷,2,۷,×) = ۸ 

يمكن كتابته كحاصل جمع متجهين احدهما في ۷1 والاخر في لا کالانی : 

A = (0,¥,Z/2,0) + (x,0,Z/2,W) 

نود هنا ان نبين ان المتجهات في 24 یکن ان نكتب بطرق مختلفة 

كحاصل جمع متجهات في ۷1 ومتجهات في × فمثلاً : 


)1,2,3,10( = )0,2,3,0( + )1,0,0,10( 
= )0,3/2,0( + )1,0,3/2,10( 
= (0,2,2,0) + )1,0,1,10( 


في كل هرة كتبنا التجه (1,2,3,10) كحاصل جمع متجهين الاول في 1 والاخر في 
N‏ لکن بطرق مختلفة . 
في بعض الاحيان لايمكننا عمل ذلك » ولغرض القييز نورد التعریف الانی : 


0 


تعريف : 
نقول عن فضاء المتجهات ۷ انه جمع مباشر لفضائيه الجزئيين M‏ و لا 
ويرمز له : 
MON‏ = ۷ 
اذا كان كل متجه ۷ 4€ يمكن ان يكتب بطريقة واحدة وواحدة فقط على النحو 
© +8 =4 حيث N, 8€ M‏ € 0. لو نظرنا الى الامثلة السابقة لرأينا ان المثال 
)4( يعطى M@N‏ = 1 


اما المثال (5) فيوضح ان 
۷ + ۷ - 24 لکن ۰۰۸/۵۷ 24 


هذا يحفزنا على التفکیر بضرورة وجود علاقة ما او شرط مايجعل من الجمع الاعتيادي 
جمعا مباشرا . البرهنة ادناه توضح ذلك . 


مبرهنة (1.5.3) : 
یکون الفضاء ۷ جمعاً مباشراً لفضائية الجزئيين ۷ و N‏ اذا وفقط اذا 
كان : 
3 ۷+ ۷ - ۷ 
رب[ ۱۲/۱۱20 
البرهان : 
افرض ان ۷ یکون جمعاً مباشراً للفضاءین الزئیین ۸۲ و N‏ اي ان 
7 ۷-۷ ۱ 
اذا کل متجه ۸ في ۷ يمكن ان یکتب بطريقة واحدة وواحدة فقط على النحو 
6ھ حت 611 8 و CEN‏ 
هذا يعني ان .+۷ ح ۷ 
الان لو كاذل 0 £ M0 N‏ لوجد متجه ۸6106۷ و8740 
اي ۸6۸۸ و AEN‏ و۸0 
عندئذ يمكن کتابة ۸ با کثر من طريقة واحدة فمغلاً : 
Ù) A=A+O‏ 6 ۸ , لاع 0) 
0+۸ عم iY)‏ (6 ۵و 6۳ 0) 
وهذا یناقص کون ۷ جمعاً مباشراً . 
ادا ۷+ ۷ = ۷ و[0- N‏ عل العکس لو كان 


۷+ - ۷ ر[0]- MAN‏ 
خذ اي متجه ۷ € ۸ وافرض انه بالامکاد كتابته بطريقتين مختلفتي: 


اه 





+ رظ عھ و A=B,+C,‏ 
۷ ظ و N‏ عي0, 6 
¢ + ,ظا = 0 ۴ ,8 


0-6 ع رظ - رظ 
با ان کل من × و 1۷ فضاء جزثي فیکون : 
B,-B,€M‏ و C,-C,€EN‏ 
لكن المعادلة رک B,-B,=‏ 
تنتج : × €,8-,8 لانه يساوي ,0-,0 المنتمي الى ۷ء ۷ >,6-ر لانه يساوي 
ر8- ,8 المنتمي الى 1/الءنستنتج من هذا ان 
MIN, B,-B, € 117‏ ,0-0 
لکن MAN=fo}‏ 


C,-C, =O و‎ B,-B, =O وعليه يكونا لدينا‎ 


ای أن 5 
ي رت > رظ و C=C,‏ 


تمارين )1.5( 
1 اذا كان زه 2 + N=f(xyy,2):y‏ و03 :20:2 ,لا, ,6> ۷ فضائين 
جزئيين من 8 . جد الفضائين الجزئيين ۷0۷۷ +N,‏ 1۷۲ . 
2 اذا کان M = ))×,.۷,2,۷(:× + 27-۷ = o}‏ 
N= f(X,Y,Z,W): x+y + 2 + w= o}‏ 
فضائين جزئيين من 24 . جد الفضائین الجرئیین × M80‏ ,۷( + 54 . 


o 











3 اذا جروس ={y,y):‏ و :(,×2)) = آ۷ فضائين جزئيين 
من R‏ > فبرهن على ان ON‏ ۷۷ - 
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1-1), Z2): 22-2 [0<ر‎ 


فضائين جزین من الفضاء © على اقل © » فجد 3400 غ رهن 
على ان + 1 - حا رجه سان *) واكتبه بثلاث طرق مختلفة 
كحاصل جمع متجه في 01 واخر في ۷ . 


a 08۵+ c=b اذا کان‎ 5 
5 1 ۲ 
۳ | a= 3c 1 

0 0 


فضائين جزئیین من (1,015! فجد 3۸07٦‏ و +3۸ . 


- لیکن ۷ فضاء المتجهات المتكون من المصفوفات المربعة ×3 على حقل 
الاعداد الحقيقية وليكن : 
AT =A}‏ :6۷ ۱-1۸ 
=A 6۷: A" = -A}‏ 
حيث ان 'ھ تمثل مدورة الصفوفة ۸۵ . برهن على ان كلاً من ۷ و × يكون فضاءاً 
جزئیا من ۷ بحیث ‏ ©2126 - . 
اذا کان M,N,L‏ فضاءات جرئية من فضاء المتجهات ۷ على ا حقل ۲ 
فبرهن على ان 
(MAN) + 01۱6 ۵+1 ۱‏ 


جد فضاءات جزئية من ”۸ لاتصلح من اجلها هذه المساواة . 


or 


8 لتكن ,۷,۷ الفضاءات الجرئية التالية من ۸ : 


L ={(0,0,2):z ER}‏ و 2 N={(y,2): x=‏ و 
زه =2+ .M={(x,y,2):x+y‏ برهن مایلي 
M +N (i)‏ - 20 ,ران R = N +L 011,83 - M + L‏ تى يكون الجمع 
مباشراً . 
9 اذا كانت لالول!,2 فضاءات جزئية من فضاء متجهات 7 على الحقل 7 
بحیٹ ان M+N = M + N7:‏ و ۷۰ ۸۷۸۸ - ۸۷۸۸(۷ و کل( . 


م 


Linear Combination التركيب اخطي‎ )1.6( 


سنبحث في هذا البند المسألة التالية : 
اذا كانت لدینا مجموعة جزئية معینة,۸, 00 ,5-۵ من متجهات تنتمي الى 


یو ہو ور وو الاو تر 
وماهو اصغر تلك الفضاءات احرئية التي تحتوي على ا حموعة 5 . 


من الهم جدا ان نعرف اصغر فضاء جزني عري عل جمرعه چ 
و مہ وہہ جا ۷ ودائماً يحتوي على اي مجموعة 
جزئیة معطاة . 


يقدم لنا التعریف الاني الاداة الرئيسية لبناء مثل هذه الفضاءات الحرئية . 
تعريف : 
يسمى المتجه ۸ بتركيب خحطي من المتجهات 


اذا امكن التعبیر عنه بالصورة + .......+ A= xB,‏ 


o 


حن جاو.... ورلا اعدادا قياسية . 


" مغال (1) : 


اذا کان (1,5,0) =4. (1-,2,0) =8 متجهين في ۸ فبين ان 
(2-,5-,3) "ٰ0 . وان (2,20,7-) = 10 لایکون تركيباً 


ال : لكي یکون © ترکیبا خطیاً من 4 و 8 یجب ان توجد ا اعداد قياسية و« ,۲ 
بحيث يكون 8× + 4 ,× =€ اي ان 


(1-,2,0)يك + (1,5,0) x‏ = رھے کی 


۶ 


و 


(يكا- و5 ی25 + ,) = (2-,5-,3) 
: بمساواة المركبات التناظرة نحصل على 


3ے ھ + ,۳ 


حل هذا النظام يعطي 1- = ,× و 2- X=‏ 


اي ان 28 + ه- ع 0 

بائٹل بالنسبة الى 1 لكي لايكون تركيباً خطیاً يجب ان لاتوجد اعداد قياسية ,»رركا 
بحیث : 8 ,× + 2*۵۸( فلو وضعنا 8× + ۸( الحصلنا على : 
(1-,2,0)يكا + (1,5,0) x,‏ = (2,20,7-) 

أو یسی2×55+ں×) = (2,20,7-) 


oo 


مساواة المركبات المتناظرة تعطي : 
2x, = -2‏ + ب 
0 = ,اث 
7ح ×۔ 
المعادلتان الثانية والثالثة تعطیان 4 = ,× ,7- ع وكا 


لكن هذه القم لا حقق المعادلة الاول اي ان النظام اعلاه غير متوافق » واذن لاتوجد 
مثل هذه الاعداد القياسية . ومن ثم (1 ليس و ل Aj‏ و8. 


مثال (2) : 


اذا کان : +1 ده 3ث علق .€=2-×x+×‏ متجهات في 
الفضاء (2:)18 على حقل الاعداد الحقيقية ۸ فهل ان التجه ٭×+×-1 - (1 يكون 
کیا خط اهن CBA‏ 


الحل : لكي يكون 1 تركيباً خطياً من ۸ و 8 و © يجب ان توجد اعداد قياسية ,ر8 


و8 :ي8 حيت 


D=a,A+a,B+a,C 


1-x +x” = a, (1 + x) + a(x -3) + a,(2-x +X) او‎ 


2 2 3 
1-x + x“ = (a, -3a, + 22( + (a, -a,)x + ۷ح + كاية‎ 


بمساواة معاملات “× في كلا الطرفين (0,1,2,3= )) نحصل على : 


)1( ...1 < ي28 + ي38- a,‏ 
(1.....)2- = 2-۵ 
)3( .....1= ية 
a, = 0.....)4(‏ 


كه 


ان العادلات (2) , (3) , (4) تعطي 


0> وه , 21 ره , 2-1 ,2 


لکن هذه القم لا تحقق العادلة (1) اي ان النظام اعلاه غير متوافق وبالتالي لاتوجد 
اعداد قياسية و8 ,ر 2.۰ تحقق 

D= a A+a,B + a,C 
وهذا يعني ان 2 لايكون تركيباً خطياً من 0,8,4 لنفرض الآن ان 5 مجموعة جرئية‎ 
غير خالية من فضاء متجهات ۷ على الحقل ۴ ولتکن‎ 
]5[ = ہمہ + .... + ره رد‎ €F, :65ھ‎ n€N} 
. مجموعة الاعداد الطبيعية‎ = N حيث‎ 


ان المجموعة [5] اعلاه تمثل مجموعة المتجهات في ۷ التي يكون كل منبا 
ركا خطیاً لعناصر محموعة جزئية منتبية من اجموعة 5 . سوف نطلق إسم مجموعة 
الترکیبات الخطية لعناصر 5 على المجموعة [5] . البرهنة التالية تجیب على التساوّلات 
التي طرحناها في مقدمة هذا البند . 


مبرهنة (1.6.1) : 

لیکن ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴ و 5 مجموعة جزئية غير خالية من 
۷ . ان مجموعة الترکیبات الخطية لعناصر 5 والتي يرمز ها بالرمز [5] تکون اصغر 
فضاء جزي يحتوي على 5 . ۱ 
البرهان : نبرهن اولاً على ان انحموعة [5] تکون فضاءاً جزئياً» وهذا الغرض نأحذ 
مشر + .... + A= XA,‏ 8 رلا +.... + B=y,B,‏ 

اي متجهين في [5] حيث ان إل یھ 8,....,8 متجهات 
8ی 5 و وكاو...و ,»و لاو... ,9 اعداد قياسية في ۲ 
ی ...+ YB,‏ + يفرع + .... + مع - 8 + م 
وهذا ايضاً تركيب خطي لعدد محدود من عناصر 5 وبالتالي يكون عنصراً في [8]ء 
اي ان [5] مغلقة تحت عملية الجمع . 


۷۷ 


والان نأخذ 6 اي عدد قياسي ونلاحظ 
کت .+ ۵ فعا 
JA, + .... + (KX, e‏ 8 
[5اء 9 ان [5] مغلقة بالنسبة لعملية الضب 2 8 7ے [5] فضاءاً 
جزئیا۔ 
لكي نبرهن على ان [5] يحتوي على 5 اي ان 
[5]ے5 
نأخذ ۸658ء ونلاحظ ان : 1.۸ >۸ 
لکن 16۳ . اذن ۸ يكون تركيباً خطياً لعناصر من 5 وبالتالی [5] ۸6 
لو كان ۷ فضاءاً جزئياً بحتوي على 9ء اي ان ۱ 
SCM‏ 
فيجب ان يكون M‏ € [5] 
فلو اخذنا ,×+ .... + B= xB,‏ 
عنصراً في [8]ء حيث 8,65 و €F‏ ب 
لاستنتجنا مايل : لكل  1,....,0‏ ا 
B,€M çî BE S‏ ) لان BEM §CM)‏ و x €F‏ تنتج x,B, © M‏ 
B= =x,B, + .. ..+ xB, eS‏ ایضا. 
ينتمي الى ۷1 . بذلك يكون [5] اصغر فضاء جزلي يحتوي على المجموعة الجزئية 5 . 
روہ مر مت 


من ۷ فان الفضاء ا جزتی [8] يسمى الفضاء الجزثي المولد من قبل المجموعة الجزئية 5 
ویقال عن الجموعة 5 بأنها مجموعة مولدة للفضاء الجرنی [5] . 


مه 


مثال (3) : 
بين ان المجموعة الجزئية [[(0,1) , (1)1,0- 5 تولد الفضاء 22 . 
اخل : يجب ان نبين على ان 82 = [8] اي ان كل متجه (1,*) =۸ في 82 يمكن 
ان يكتب كتركيب خطي من متجهات في 5 . وهذا يمكن ملاحظته اذا كتبنا 
A =(x,y)=x(1,0) + y (0,1)‏ 


مثال (4) : 
ماهو اصغر فضاء جزثي يحتوي على المجموعة الجزئية 
S= 1, 2-7 + 7 < 3‏ 
من الفضاء 17 . 


الحل : نلاحظ بأن المجموعة الجزئية 5 اعلاه تكون بحد ذاتها فضاءاً جزئیاً من 157 
وبالتالي يكون 5 = [5] اي ان اصغر فضاء جزني بحتوي على 5 هو 8 . 
مثال (5) : 

اذا کانت ]1۸,3 - 5 
حيث (0,2,2) = ۰۸ (1,2,0) = 8 
فأثبت ان المجموعة 5 تولد الفضاء الجحزني 
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الحل:: الطلوب اثباته هنا ان ۷ = [5] 
نلاحظ اولاً ان 7۸ھ و M‏ © 8 اي ان SCM‏ . ۱ 

وما ان [5] هو اصغر فضاء جزني يحتوي على 5 فنستنتج ان 2۷ [5] . 
من ناحية اخری لو احذنا M‏ € (2,لا,)) وحاولنا کتابة © کترکیب خطي 
لتجهات في 5 اي ان 
(1,2,0)ط + (2)0,2,2.- C= (x,¥,2)‏ 


۹ 


فسيكون لدینا : 


b=x...(1) 

28 +2b=y....(2) 

(2.....)3 >> 28 
ما ان M‏ © (۷,2,) 


اذن و = 2 + 2-1 

اي 2 + 2 لا 

العادلات (1) , (3) تعطي ×=( ,2/2 8 وهذه القم تحقق العادلة (2) وذلك لان 

اع 2 + 7 < 20 + 28 

نستنتج من هذا على ان اي متجه (۷,۷,2)) في ۷۲ يمكن کتابته عل الشکل : 

٥= )×,۷,2( -)2/2)0,2,2( + ×)1,2,0(‏ اي ان کل متجه في ۷ يمكن کتابته 

کترکیب خطي لتجهات في 5 . 

وبذلك یکون لدینا : [5] 6 ]۷[ 

اي ان [5] > M‏ 


ملاحظة : 


مر و جس سے کک 
جزئية من 84 وما ان [5] هو اصغر فضاء جزلي يحتوي على 5 فإذن ا [5] . 


اا ان تسه کرت یره یرنه 
لفضاء جزيي معن يجب فقط ان قبت ان کل متجه فى ذلك الفضاء الجري يكن 
کتابته کترکیب خطي من متجهات تلك اجموعة . 
مثال (6) : 


في فضاء متجهات ۷ على حقل ۴ اذا کان پ4 ,ر5=)4,,4 و 8 


وہ ا فرهن عل ان ار Ae‏ ارات مس 


الحل : خذ [5] © ۸ 
إذن توجد اعداد قياسية و×ور× × بحیث 
بكب + رھر× + »ع ع A‏ 
۸ عکن كتابته بالصيغة 
XA, + X;A, +8‏ + ,<< 
وهذه الصيغة تعني ان [1] © ۸ لان ۸ كتب كتركيب خطي من متجهات 
ا مجموعة '1 . 
اذن (7 جح [5] 
لتأحذ الان [1] ے۸ 
إذن توجد اعداد قياسية ولا وولا وولاو رلا بحيث 
(1)....ظ,۷ + وكرولا + يظرلا + ,۸۱۸ 
لکن بالفرض [5] © 8 اي انه توجد اعداد قياسية مثل و×ور× ور بحيث : 
بكب + رھر× + ,شرع ۲ عند التعویض عن 8 نی (1) اعلاه ینتج 
(ہشہ× + يشر + ,)۷ + بطرلا + هر + به ع لهم 
با ولا) + رھ لا رلا) + إلى ( ,رلا + ,ل) = 
وهذا يعني ان ۸ يمكن كتابته كتركيب خطي لمتجهات في 5 وبذلك 
یکون [5] € ۸ 
اي ان [5] 6 [1] 
عندئذ يكون لدینا (7] = [5] 


ملاحظة : 
الثال اعلاه مهم جداً ويعني انه لو اضفنا الى مجموعة معینة متجهاً يكن 
كتابته اصلا كتركيب خطي من متجهات المجموعة المعينة فان المجموعة الجديدة 


۱ 





الناتجة من اضافة ذلك المتجه تولد الفضاء الجزثي نفسه . الكلام اعلاہ نفسه يمكن 
ان تعاد صياغته بلغة حذف متجه . 


1 س اي من المتجهات التالية يكون ترکیباً خطياً من المتجهين (5-,2,3) -ه , 
(7,0,1) = 8ء وذلك في الفضاء ۸ على حقل الاعداد الحقيقية . 
2 ا ) )1,1,1(« (ب) (2,0,4-) 
(ج) (3,6-,5)» رد ) (0,0,1) 
= ره (9/2 - ,3 ,11/2) ری (2 ,042.0 


2 اي من التجهات التالية یکون تركيباً خطیاً من التجهات : 
A=1]l+x, B=x-x? +x", C=5+x‏ 
وذلك فی الفضاء P,(R)‏ على حقل الاعداد ا حقیقیة 8 
رآ +x +x‏ رپ ربا 
رب + ×3× + 4 


(ج) و 
(د) 7 
رپ كي تيرج + ر+×+17 
(و) + 5- 
3 في الفضاء M,)8(‏ على حقل الاعداد الحقيقية» عبر عما يل کترکیب 
خطي من المتجهات : ١‏ 
1- 1- 0 0 وا اعم 
0 1 3 3 ل 


۲ 


(د) 2-3 5 2 


-1 8 


4 فی كل مما يلي » حدد فيما اذا كانت المتجهات المعطاة تولد الفضاء ۸ . 
رآ[ (1,0,4-) حبق ,(2,5,3) = رھ ,(1,1,1) ع به 
(ب) (2,6-,2) > به A, = )3,0,1(, ۵  )-1,:-2,5(,‏ 
(ج) (3,1,7) = يش ,(0,5,4) یه ,(2,0,0) = A,‏ 
5 اعتبر 6 فضاء متجهات على حقل الاعداد الحقيقية ثم برهن على ان 
1-21 = ری 31 + 2 = ر2 يولدان 
6 برهن على ان المتجهات : 
(×-1) = رھ ,7-ا) = رھ ,×-1 = رھ ,1 = تولد الفضاء (2,)19 . 
7 حدد اي مما يلي يقع في الفضاء الجزثي الولد من 
B= Six‏ ,00622 =۸ وذلك في فضاء الدوال (0,1)© على حقل 
الاعداد الحقيقية . 
«Cos2x (Î )‏ (ب) ت3 )ج( Sinx‏ . 
8 جد الفضاء الجزني المولد من قبل المتجهين 
B= )4,3,7(‏ , (5-,2,1) دم 
وذلك في الفضاء 17 . 
9 جد معادلة المستقم المولد من قبل التجه (3-,2,0) لد وذلك في الفضاء 
.R‏ 
0 لیکن ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴» ولتكن ۸,8,٣‏ ثلائة متجهات 
في ۷ بحيث 000 + 58+ a4‏ و e0‏ ( ع,6,ة اعداد قياسية من 
الحقل ۴ ) برهن على ان المجموعتين [4,8] و 1۵,6 تولدان الفضاء 
الجزثي نفسه من ۷ . 
1 اثبت ان مجموعتي المتجهات : آ(0,0,1) -8 , (1,1,0) هل 


1۳ 


D=(-1.-1,1)‏ ,(1,1,1) =€ تولدان الفضاء ا جز نفسه من الفضاء 
.R‏ 
3 في الفضاء ۸ على ا حقل ۸ اذا كانت 
S= (1,0,0), )0,2,0((‏ ,[(3-,4)0,3- 7 . 


( أ ) جد [5] ,[1] الفضائين الجزئيين المولدين من قبل 1,5 على التوالي . 
(ب) هل ان المتجه (3,0-,5) ينتمي الى [5]؟ . 
( ج) هل ان التجه (3,2,1) ينتمي الى [5]؟. 
رو ) ماهي التجهات التي تنتمي الى [1] 6١‏ [5] 
4 اذا كان M,N‏ فضاءين جزئیین من فضاء المتجهات ۷ عل ا حقل ۲ 
فبرهن على ان : |0 M+ N= [M‏ ( راجع البند (1.5)) 
5ا اذا كانت '5,1 مجموعتين جزئیتین من فضاء المتجهات ۷ على الحقل ۴ 
فبرهن : 
( ؟) اذا كان 8-7 فان [5[6-11] . 
(ب) [1] 5[6]تے [SAT]‏ . 
«ج) [1] + [و] = [SUT]‏ . 
6 اعط مثالاً على فضاء متجهات وجموعتین جزئیتین 5 , 1 بحیث لايتساوى 
ص فا (ب) اعلاه . 
خيث ان [1]۔)[5]ء فهل ان [5>2؟. 
18 ا لاک متجهی غير صفريين A,B‏ 5 فضاء متجهات ۷ عن حقل «F‏ 


1 
مم 


(1.7) الاستقلال اخطي والارتباط الخطي 
Linear Independan ce and Linear 6‏ 


سنناقش في هذا البند مسألة الاستقلال والارتباط الخطي التي بدورها 
ستکون مدخلا لدراسة قواعد فضاءات المتجهات . 


-. 


تعریف : 


يقال بان اجموعة الجزئية 5 من فضاء التجهات ۷ على ا حقل ۴ مجموعة 
من المتجهات مرتبطةخطياً اذا وفقط اذا وجدت اعداد قياسية پڈر....,,ھ ليست 
جميعها مساوية للصفر وكذلك وجدت متجهات مختلفة ,ك,۵......,,ھ في 5 بحيث 
+XA, + .... + XA, = 0‏ بلط" 


مثال (1): 

اٹجموعة :1 (0,1) ,(2,5) ,(1,2)]- 5 . 
تكون جموعة مرتبطة خطياً من التجهات في الفضاء ۸ وذلك لان : 
(0,0) = (1()2,5-) + (1()0,1) +(20,2 


مثال (2) : ۱ 
في الفضاء (), على الحقل ۸ » برهن على ان امجموعة 
سره + 1+ 2- S‏ 
مرتبطة خطيا . 
الحل: لكي نبرهن على ان المجموعة اعلاه مجموعة مرتبطة خطياً يجب ايجاد اعداد 
حقيقية ب8,وة,ر3, ,3 ليست جميعها مساوية للصفر وتحقق : 
4x-x*) =O‏ + 1)يج +a, (x J+‏ (×+ 262 + (3,)5. 


٠ 


بعد تبسيط الطرف الايسر للمعادلة اعلاه نحصل على 

(5a, + 2a, + (ية‎ + (a, + 42 x + (ية-بة)‎ x =O 

ولكي تكون متعددة الحدود في الطرف الايسر مساوية لمتعددة الحدود الصفرية اجب 
ان تكون جميع العادلات تساوي صفر وببذا محصل على المعادلات : 


52, + م28‎ + 8 = 0...... (1) 
aر‎ + 4a, =0......(2( 
34-a = 0...... (3) 


حل هذه المعادلات يكون : 


رب (۶//)ع ,2 رية4- > ب۹ رية = a,‏ 


وهذا يعنى ان نظام المعادلات اعلاه لديه عدة حلول ولغرض الحصول على 
٤‏ -ِ-ِ- 20۳) 1= پھ وبهذا حصل على : 
1= ية , 21 بق , 4- ح ره , 27/5 a,‏ 
وهذا يعني ان : 
و = 4x-x*)‏ + 1( (1)+ (22) (۱) + +2 4ے + (5) (7/5) 
اي ان المجموعة 8 مرتبطة خطياً . 
تعريف : 
يقال بأن المجموعة الجزئية 5 مستقلة خطياً اذا وفقط اذا 5 مجموعة غير 
مرتبطة حطیا . 
التعریف اعلاه یکافیء مایلی : 
اذا كان اي ترکیب خخطي لعجهات في 5 مساوياً لصفر فيجب على جميع العاملات 


بان تساوي صفر . فإذا كانت المجموعة 5 منتهية . اي ان 10 ۸ھ" 0 S={A,,‏ فإن 
5 تكون مستقلة خطياً اذا كان الحل الوحيد للمعادلة . 


XA, + .... + : ره‎ =O 
5) =X 2 هو ا حل الصفري ) اي 0 حت ×= ا‎ 


"5 


مثال (3) : 
برهن على ان ا حموعة الجزئية 
S={(1,1,1), )0,10,1(, (0,0,13‏ 
من الفضاء ۸ نکون مجموعة مستقلة خطیاً . 


الحل : يجب ان نبرهن على ان الحل الوحيد للمعادلة 
x,(0,1,1) + *۱)0,0,1( > )0,0,0(‏ + (1,1,1) ,6 
هو ا حل الصفري ء اي أن : 0 = ولاح ولاح × 
تصبح المعادلة اعلاه بعد التبسيط 

(XX FX, X, +X, + Xj) = (0,0,0) 

بذلك نحصل عل : 

× ZO, X FX =0, X FX, +X; =O 

من هذا نرى ان ال حل الوحيد هو 

0 > ×0 ح ولا , 0 ح X‏ 


مثال (4) : 
لمكن : [(1-) ,(1,1)]- 5 مجموعة جزئية من الفضاء © على الحقل © 
. هل ان 8 مستقلة خطيا ام مرتبطة خطیا؟ 


الحل : لغرض الاجابة على السؤال اعلاه يجب ان نحدد فيما اذا كان للمعادلة 

(i,-1) = )0,0(‏ ر2 + (ذ,2,)1 

حل غير صفري » حيث ان و2 ,م2 عددان عقديان . المعادلة اعلاه تکافء المعادلة. 
)0,0( = (ر2- 12 وع( + (Zz,‏ 


1Y 


بهذا حصل على معادلتين أنيتين بمجهولين ,2 ,2 هما : 
)0....(1= 12+ ,2 
(0....)2 = و2- ,12 
نلاحظ انه لو ضربنا العادلة (1) في العدد العقدي 1 حصلنا على العادلة 
(2) . اي ان العادلة (2) ليست جديدة وبپذا تبقی معادلة واحدة هي : 
=O‏ 12+ ,2 
حل المعادلة اعلاه يكون : ر2 - ,2 
بأحذ 1= ر2 نحصل على 1- <,2 
اي انه توعد حل غير ضفري . ومن هذا نستنتج عل ان اجموعة 5 مجموعة مرتبطة 


مثال (5) : 


برهن على ان انجموعة الجزئية 1,3 ,×1 ,×+ 5-11 من الفضاء 
(),۳ تكون مجموعة مستقلة خطيا . 


ال : نلاحظ المعادلة : 
d(3x?) = O‏ + كں + a(1 +x) + b(1-x)‏ 
ونحاول ان نبرهن على ان ا حل الوحيد هو الحل الصفري» حيث ان 
4 اعداداً حقيقية . ۱ 
المعادلة اعلاه تكاقء المعادلة 
(a+b) + (a-b) (x) + c(2) + 3d(%) =O‏ 
والتي منہا نستنتج على ان : a+b=o‏ 
0< 2-0 


60د 
30-060 


۸ 


ومن هذا النظام البسیط للمعادلات نستنتج على ان 0 = 0,0 حع ,0 < 9 ,0 < 2 
وهذا يعني ان ا حموعة 5 مجموعة مستقلة خطياً. 
مثال (0) : 
اذا كان ۷ فضاء متجهات على الحقل ۸ وکانتژ و8 ك۸“ ۲ مجموعة 
مستقلة خطيا من التجهات في ۷ فبرهن على ان المجموعة 
[۷+ھ ,0 +8 S={A +B,‏ 
جموعة مستقلة خطياً من التجهات في ۷ . 


الحل: ناحذ المعادلة 
0ع ) + ۸ار + (0 + x(B‏ + (8 +ھ۵)× 
ونحاول ان نبرهن على ان ال الوحيد هو ا حل الصفري . تبسيط المعادلة 


اعلاه ينتج 
B + (x, + x) 0-0‏ اجه + (x, +x) A‏ 


با ان المحجهات 06 ,8 ,ھ تكون مجموعة مستقلة خطیاً بالفرض 
اذن يجب ان يكون الحل الوحيد للمعادلة اعلاه هو الحل الصفري اي : 
FX =O‏ يغ TK =O,‏ رک و0 ح و + XK‏ 
وهذه العادلات الثلاثة تنتج : 
0= پل ,0= ولا , 0 > × 
سوف نذکر بعض البرهنات والنتائج التي. تساعدنا كثياً في معرفة فیما 
اذا كانت مجموعة ما من التجهات مستقلة خطیا ام مرتبطة خطیاً . 


مبرهنة (1.7.1) : 


لیکن ۷ فضاء متجهات على ا حقل ۴ ولتكن 8 مجموعة جزئیة من ۷ . 
اذا كانت المجموعة الجزئية 5 تحتوي على المتجه الصفري ن فإنها تكون مرتبطة خطيا . 


۹ 


البرهان : با ان : 1.0-0 
اذا بوضع : 2-1 ,5 0 ب ,1= ب 
نکون قد حققنا ماورد في تعریف امحموعة الرتبطة خطیاً. 
وو ھا يك 
نتيجة (1,7.2): 


اذا كان ۷1 فضاءاً جزئیاً من فضاء المتجهات ۷ على اي حقل ۴ فان 


البرهان : 
كل فضاء جزني يجب ان يحتوي على التجه الصفري0 . 
رھد ودک 
تعریف : 1 
يقال بأن التجه ۸ یعتمد خطياً على ا جموعة 5 اذا وفقط اذا کان : 
[6]5 ۸ . 


) اي ان ھ یکن کتابته کترکیب خطي من متجهات تنتمي للمجموعة 8 4 . 


مبرهة (1.7.3) : 
اجموعة 5 تکون مرتبطة خطياً اذا وفقط اذا وجد متجه ل في 5 یعتمد 
خطیاً على باقي التجهات في 5 . 


البرهان : 
لنفترض ان ا جموعة 5.مرتبطة خخطياً.هذا يعني انه توجد اعداد قياسية 
as ,‏ ورگ ومتجهات مختلفة ,۸,:...,۸۵ في 8 بحيث 


XA, + ... XA, = O 
ولیست جميع الاعداد ×,....,,× تكون مساوية للصفر . بتغيير الترتيب ان اقتضت‎ 
الضرورة يمكننا دائماً ان نفترض على ان 360 ,* . بهذا يمكننا ان نكتب‎ 
A, = یه (</ي)‎ + .... + (X,/X;) Aq 
5 اي ان 4 يمكن كتابته کترکیب خطي من التجهات 4,....,ر4 المنتمية الى‎ 
.5 وهذا يعني ان ,۸ يعتمد خخطيا على باقی التجهات فی‎ 
5 على العکس لو افترضنا أنه بوجد منجه ۸65 یعتمد خطیاً عل باق متجهات‎ 
) ۸ لكان بأستطاعتنا ان نجد متجهات مختلفة م8,,.....3 في 5 ر تختلف عن‎ 
: بحیٹ‎ 
A= xB, + .... + xB, 
: اي ان‎ 
+ ..... + xB, + 1)A =O 
SS 
.)-1( ...یب واعداد قياسية 1-ى×,....,,× تحقق المعادلة. بجا ان © گز‎ 
5 اذن الاعداد القياسية اعلاه ليست مساوية للصفر . بهذا رم المجموعة‎ 
مره ا‎ 
(و. ه .ع.)‎ 
: )1.7.4( مبرهنة‎ 
لتکن يه,....,,14- 5 مجموعة منتبية من التجهات . 8 تكون ب‎ 
خطیاً اذاً وفقط اذا وجد متجه 5 © پ0(4۵۸ >16) يكتب كتركيب خطي من‎ 
A, = 4,A, + .... + التجهات التي تسبقه اي ان ۾ ورشمة‎ 


البرهان : 
افرض ان 5 مجموعة مرتبطة ظا , عندئذ توجد اعداد قياسية 
...2:۰ ليست جميعها مساوية للصفر بحيث ان 
(0..: ©تتيشرة + ..... + يشية + بشرہ 


الان افرض ان " هو اكبر عدد بين 1 و 2 بحيث 2,#0. هذا يعني ان 
0 ..... = ری وپذا يمكننا ان نكتب العادلة (1) على الشكل 
aA, +... + aA = 0‏ 

وبذلك مکنا ان نکتب رھ( 4/3-) + .... + ,4( 3,⁄/3-) = بیش 
وهذا يبرهن على ان ,۸ يمكن كتابته کترکیب خطي من التجهات التي 
تسبقه . على العكس لو افترضنا وجود متجه ۸۷,6٩‏ يمكن كتابته كتركيب خطي 
من المتجهات التي تسبقه لاصبح ,م۸ يعتمد خطيا على 5ء اي ان 5 مجموعة 
(و.ها.م. 1 


ملاحظة : 


المبرهنة اعلاه تختلف عن المبرهنة (1:7.3) بنقطتين الاولى هي انها 
تتحدث عن مجموعة منتهية من المتجهات» في حين أن (1.7.3) تتحدث عن اي 
جموعة . النقطة الثانية هي تنظيمية حيث ان المتجه المراد كتابته كتركيب خطي من 
الاخريات يعاد ترقيمه بحيث يكون ترتيبه في آخر مجموعة المتجهات التي يعتمد 
عليها . 


مارین (1.7) 
 [‏ بمجرد النظر الى كل فرع ما بلي اشرح اسباب کون مجموعة التجهات 
( أ ) (2,0) = ,۸ ,(4,0) ديد نی 52 . 
(ب) × + 1= -2-2x, A,‏ = يذ نی P,)8(‏ . 


(ج) [ ۱ 0 3 0 
2 ۱.1 دب |٤‏ ى 3| ”رھ نی (),۱۷. 


2 اي من المجموعات الجزئية التالية من التجهات فی ٩”‏ تکون مرتبطة 


۷۲ 


رل (2,8,5) , (1-,0:4) , (1,2,3) . 
(ب) (0,۷۸/2,3 , (1/2-,1-,1/2-) و (1,2,1) . 
(ج) (0,1,1) , (1,1,0) . 
رد) (0,0,1) و (2,1,3) و (4,0,1) ,(1,2,1) . 
3 اختبر كلاً من انحموعات الجزئية التالية من التجهات فی “۸ من ناحية 
الارتباط الخطي والاستقلال الخطي . 
(أ) (0,3,۷/2,:1) , (8/2,0 :1:2-) , (1:1,0,1) . 
(ب) (0,3,1,0) ,)1,1,0,0( 0 (0,1/2,1,1) و (2,0,0,0-) ۰ 
(ج() (0,0,:1,0) 0 (2:1,3,0) 0 (4,0,1,0) و (2,1,0, 1( ۰ 
(د) (4,0,7,2) , (3,1,0-:2) . 
4 اي من المجموعات الجزئية التالية من التجهات فی (1)ر2 تکون مستقلة 
رآ ,+ 1+2 
(ب) ×+ ×+ 1 رر ۷2۲ +1/2-. 
(ج) ×+ 1 ,+2 , 
رد *(۷2-2) + ×4 +2 ,۷22 + 2x‏ +1 
نے اي من المجموعات ال جزئية التالية من المتجهات في Cc‏ على الحقل © 
تكون مرتبطة خطيا . 
زا (0,1+1), (3-,1) ,0,1-29 . 
(ب) (0,1-1) ,(1,0+ 1) . 
(ج) )1,0-( 0 (0,1) ۰ 
(د) 120+ 1-) ,(1+1,2) . 
6 اي من ا جموعات الجزئية التالية من التجهات فی © على الحقل ۸ تكون 


رل (+0,1) ,(3-,1) , (1-21,ة . 


۷۳ 


(ب) ((2,ز+1-) , (1,2+ 1). 
(رج) (1,1-1+ 1) , (21,0) , (ا,0) , (1,0) . 


7 برهن على ان مجموعة التجهات 8 في 57 
1,1,3( , (0,0,1) , (0,1,0) , (4)1,0,0- 5 
تكون مجموعة مرتبطة خطيا لکن اي مجموعة جزئية منها مكونة من ثلاث متجهات 

8 تحت اي شرط على العددين الحقيقين 3,5 يكون المتجهان (1,2) و  )1,5(‏ 

مستقلين خطيا في 2 
9 لاي قم 2 ا حقیقیة تکون التجهات التالیة مجموعة مرتبطة خطیاً في 20 . 
 )-1,-1,2(‏ يش , (1-,1,3-) = يش «(1-,1-:2) - A,‏ . 
0 هل ان المجموعة الجزئية من 12 
y2 = 11‏ + تر f(x,y):‏ - 5 
جموعة مرتبطة حا ام مستقلة ا 
1 افرض ان ۷ هو فضاء التجهات المتكون من جميع الدوال ذات القم 
الحقيقية والمعرفة على الستقم الحقيقي بأكمله. اي من المجموعات الجزئية 
التالية من المتجهات في ۷ تكون مرتبط خطياً . 
دا ) 200521 .13,-Sin*x,‏ 
(ب) Cosx}‏ ,20 
(ج ) 51223 Sinx,‏ ,4-{. 
ری [Cos2x , Sinx, Cosx}‏ . 
(ه) 2- ,×2 + × ,(× + . 
(و) ,10,2 
2 اثبت ان اي مجموعة جزئية مكونة من ثلاث متجهات او اكثر في (۳,68 
تکون مرتبطة خطيا . 


Vé 


3 إفترض ان ۷ هو فضاء المتجهات المكون من الدوال ذات الق الحقيقية 
والمعرفة على المستقم الحقيقي بأکمله . اذا كانت 8,8,5 متجهات في ۷ 
بحيث تكون قابلة للاشتقاق مرتين » فان الدالة ۷ المعرفة بواسطة : 
ومط  f) g8‏ 


f0) gD) رم‎ 
w(K) = 


f0 f0) 00 


تسمى رونسكيان ۶,ع,ظ . اثبت ان 8,8,5 تكون مجموعة مستقلة خطیاً 
من التجهات اذا وفقط اذا لم يكن الرونسكيان هو المتجه الصفري فی ۷ ( اي ان 
(7 لاتساوي الصفر تطابقا ) . 
4 استحدم الرونسكيان ( رین 13 ) لاثبات ان مجموعات المتجهات التالية 
()11,,©3. 
)ب( $ 511 .{Sinx, Cosx,‏ 
رج) ۰۸× ,۰× ئ. 
رد 03یگ لا 


(1.8) القواعد والفضاءات النتبية البعد 

Bases and Finite Dimensional vector Spaces 
بأستطاعتها تولید تلك الفضاءات؛ اي ان كل متجه في الفضاء يمكن كتابته‎ 
5 ])1,0( , كتركيب خطي من متجهات تلك اجموعق فمثلا المجموعة الجزئية‎ 
. من الفضاء 82 على الحقل ۸ تولد ذلك الفضاء‎ )0,1( , )2,4([ 


Vo 


بعض الفضاءات مثل فضاء متعددات الحدود ذات المعاملات الحقيقية 
ومن اي درجة لايمكن تولیدھا من قبل مجموعة منتبية من المتجهات . سنرکز في هذا 
الكتاب فقط على الفضاءات التي يمكن توليدها من قبل مجموعة منتبية من المتجهات 
وسنطلق ا ما معينا على تلك الفضاءات » ثم نطلق اسم « قاعدة » على اصغر تلك 
المجموعات » ونتاقش هذه المسألة باسهاب . 


تعريف : 

لیکن ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴ . يقال بأن ۷ فضاء منتهي البعد 
اذا وفقط اذا وجدت مجموعة جزئية منتبية 5 من ۷ بحيث ان [5] = ۷ 
اي ان 5 تكون مجموعة مولدة الى ۷ . 


مثال (1) : 
الفضاء "۴ على ا حقل ‏ یکون فضاءاً منتبي البعد ء وذلك لان ا جموعة 
الجرئية : A, A2 A,‏ 
((01,....ر0,0) ,.... ,)0,1,0,.....,0( و (1)1,0,0,.....,0 S=‏ 
منتبية وتولد "۸ . 


فمثله عندما 1-3 تكون . 
[(0,0,1) , )0,1,0( , (1,0,0))- 5 
وان اي متجه (ي3,ي8,,3) =۸ یکن کتابته کترکیب خطي من 
(0,0,1)بة + A=a,(1,0,0) + a,(0,1,0)‏ 
ملاحظة : 
اذا كان الفضاء منتبي البعد فإنه توجد اکثر من مجموعة جزئية منتهية 


2 


4,2,73( , (1-,0,0) , )0,3,0( ,(402,0,0- 5 
تکون ايضاً مولدة الى ۸ 


مثال (2): 

لیکن (۸) صم 8 فضاء التجهات على الحقل ‏ الذي يحتوي على جميع 
متعددات الحدود ب ×. ان (16) هآ ليس فضاءاً منتبي البعد . فإذا افترضنا ان 
المجموعة الجزئية (,5<]۸۵,0(,....,۵ تولد الفضاء لحصلنا على تناقض لان 


متعددة الحدود 
B(x) = xA, (x)‏ 


تكون متعددة حدود ذات درجة (2+1) ولایکن كتابتها كتركيب خطي من 
69 ,۵(,....۵ به . 


في ضوء الملاحظة اعلاه نذكر البرهنة التالية : 


مبرهنة (1.8.1) : 


اذا كان ۷ فضاء متجهات منتهي البعد فإنه توجد مجموعة جزئية منتبية 
ومستقلة خخطياً 5 بحيث [5] ے ۷ ١‏ اي ان ۷ يولد من قبل مجموعة منتهية ومستقلة 


ھا ان ۷ فضاء منتهي البعد فعليه توجد مجموعة جزئية منتهية 
٩-1۸۵۰ ۸1‏ ميث  ]5[‏ ۷ . 

اذا كانت 8 مجموعة مستقلة خطیاً فإنه لابوجد شییء یستحق البرهان : 
اما اذا كانت 5 مجموعة مرتبطة حطیا فحسب المبرهنة (1.7.3) یوجد متجه 
5ھ يعتمد خطياً على بقية التجهات؛باعادة الترتیب ان اقتضت الضرورة يمكند 
ان نفترض ان ,لظ يمكن كتابته كتركيب خطي من بقية التجهات ر,,....,,۸. 
لتكن [,رلل,...., رشع > ,5. نلاحظ الان ان [,5] = [8]٭اذا كانت ,5 مستقلة 





خطياً فإنتہی الرمان اما اذا كانت مرتبطة خطياً فنحذف التجه الذي يعتمد 
خطياً على بقیة التجهات ونحصل على مجموعة ,5 تحقق : [,8] = [,5] 

وهكذا الى ان نصل ال مجموعة جزئية ٩,8‏ تكون مستقلة خطياً وتحقق 

۷- [5] = [بؤ] > .....>1[,ے8] = [ية] 


رو مر كه 


ان المجموعات الحزئية التي تتصف بكونها مولدة ومستقلة حملا ی 
جد واساسیة فی تطوير دراسة الموضوع » لذلك نقدم التعریف الانی : 


تعريف : 

يقال بأن المجموعة الجزئية 5 من فضاء المتجهات ۷ قاعدة الى ۷ اذا 
وفقط اذا كانت 5 مجموعة مولدة ومستقلة خطيا . 

با اننا اعطینا امثلة كثية في البندين (1.6)ء (1.7) على مسای وید 
الفضاء والاستقلال الخطي فإننا سنكتفي بذكر بعض القواعد لبعض الفضاءات دون 


مغال (3) : 
الجموعة 0,0,...,0,1(7) , (0,1,0,...,0( , (1,0,....0]]- 5 


المتكونة من 1 من المتجهات تکون قاعدة للفضاء "۴ على الحقل ۴ وذلك لاي عدد 
طبيعي 9 ولاي حقل ۲ . هذه القاعدة تسمى القاعدة الطبيعية . 
. نود الاشارة هنا الى انه بالامکان تواجد قواعد عديدة مختلفة للفضاء 
نفسه کا فی المثال أدناه . 
مثال (4) : 
المجمرعات [(2,3) ,(1,4))- وڈ ,[(1-,0) ,(2,0{= ,5 
[(0,1) ,(2,5))- ,5ء تعتبر قواعد مختلفة للفضاء ۴ على ا حقل ۸ . 


۷۸ 


مثال (5) : 


المجموعة 


N ۰‏ 
oJllo 1‏ لا(ه 0۱0 0 1 
تكون قاعدة للفضاء (24,)18 على ا حقل ۸» وتسمى بالقاعدة الطبيعية . 


مثال (6) : 


امجموعة : ا "×,...,”×,×,1) تكون قاعدة للفضاء (۳,)۳ وذلك لاي 
علد طبيعي n‏ ولاي حقل ۳ . هذه القاعدة تسمی بالقاعدة الطبيعية . راجع مثال 
(4) من البند (1.3) . 


مغال (7) : 


المجموعة [(0,1) , (5-1)1,0 تكون قاعدة للفضاء 2 © على الحقل 

© لكنها لاتصلح بأن تكون قاعدة للفضاء 2 © على الحقل ۸» وذلك لكونها غير 
'مولدة لذلك الفضاء ولرؤية ذلك نلاحظ بأن التجه (21,0) لايمكن كتابته كتركيب 
خطي من المتجهين (0,1) , (1,0) خصوصاً وان اعدادنا القياسية هي اعداد 


-حفيفية 


المجموعة : [(0,1) ,(0,1) , (1,0) ,(5-61,0 تكون قاعدة للفضاء 2 حعلى الحقل 
.R‏ 
الامثلة الاتية تبين كيفية ایجاد القواعد لبعض الفضاءات الجزئية . 


مثال (8) : 


جد قاعدة للفضاء الجزني 0 =2 + و-×2 M={(&,y,2):‏ من فضاء 
اشجهات ۴ على الحقل ۸ . 


اخل : بعد التعويضٍ عن احد المتغيرات وليكن 2 مثلا بدلالة المتغيرين الاخرین » يمكننا 
وصف الفضاء الجزني ۷۸ کالاتی : 
y-2x}‏ ۷,2 < ل راز {(x,y,2): X=‏ > ]۷ 
وبذلك كتبنا جميع المتغيرات بدلالة المتغيرين الحرين بدا بأحذ 1=× و 
ه= ر تكون 2- =2 وبذلك نحصل على المتجه (2-,1,0) وعند اذ 0= × و 1=ل 
تكون 2-1 .فنحصل على المتجه (0,1,1) وبذلك حصلنا على متجهين ٠‏ 
(0,1,1) یھ (2-,1,0) = ,۸ مستقلين خطيا ومولدين للفضاء ۷ وذلك لانه اذا 
اخذنا اي متجه في ۷ وليكن: (9,2,×) =۸ بحيث 0 < 2 + 2-۷ فإنه بالامكان 
كتابة ۸ کترکیب خطي من ,۸ و رھ على النحو التالي + 
A=xA, +yA,‏ 


عليه تكون المجموعة 3[ ر4, ,4 - 5 قاعدة للفضاء ا زی M‏ . 


مثال (9) : 
جد قاعدة للفضاء ا جزل : 
=o}‏ 20ے > 1+ bx + cx? + dx:‏ + 1-2 
من الفضاء (7)ر7.. 


اطل : نلاحظ هنا ان 8--8 و ٤-20‏ عندئذ يمكننا وصف الفضاء الجزنی 84 
کالانی : 
1 - مره M = {a + bx + cx? + dx :a = a, b‏ 
كتبنا جميع المتغيرات بدلالة المتغيرين 0,2 عند التعويض : 4-0 , 8-1» تكون 
قيمة 1- تا و >٥‏ وبذلك نحصل على المتجه : : 
1-x‏ = ,0 ر,0+×(زہ) + 1 ع A,‏ 
وعند التعويض : 0-1 , 8-0., تكون قيمة 85-0 و 2> وبذلك نحصل على 
المتجه : 


× + کرد = پر 1 + تير 2 +0 + و عرش 


المنجهان ر4 ,۸ مستقلان خطياً ومولدان للفضاء 11 وذلك لان اي متجه في 0/1 
وليكن ڏل + تبن + ×ط + ج =۸ بحيث 6220 ,8-- تا کن کتابته كتركيب 
خطى من ,۸ و یھ على النحو التالي : يشل + بهة - ۸ 

عليه تكون ا جموعة [رھ , ,4 - 5 قاعدة للفضاء الجزثي 14 . 

مثال (10) : 


جد قاعدة للفضاء الجزني ۱-13 e:‏ 1 من الفضاء 2 © على 
الحقل 6 ء ثم اعتبر ۷ فضاءاً جزئياً من الفضاء 2 ©على الحقل ۸ وجد قاعدة له . 


الحل : : نلاحظ هنا وجود متغیر واحد حر وهو ×ء ففي حالة کون ۷ فضاءاً جزئياً 
من الفضاء 2:© على الحقل .©) نعوض عن 1-* ونحصل على متجه واحد 
0 <۵ الذي بدوره يكون قاعدة الى 24 . اما في حالة کون 1 فضاءا جزئیا من 
لفضاء ©.على الحقل ۸» فنعوض مرة عن ۲-1 ونحصل على (1,1) = ,۸۵ ومرة 
عن 1= × وتحصل على (1-,1) = ر۸ وبذلك تكون ا ,8-۸ عبارة عن 
قاعدة الى » والسبب هو انه في حالة کون الفضاء 2 على الحقل ۸ فان 
معاملات الترکیب الخطي تکون اعداد حقيقية فلو احذنا 61۷ ((,×) = ۸ بحيث 
غ11 > لآ ولو كتبنا 10 +2 =× لاتضح بان 18+ 0- = ل وبپذه ا حالة يمكننا كتابة : 
A =a(1,i) + 06,-1( - aA, + bA,‏ 


اي ان المجموعة 8 تكون مولدة للفضاء الجزني 4 من الفضاء “© على الحقل ۸ . وبما 
انبا محموعة مستقلة خحطیا فإنها ستكون قاعدة الى ۷۲ 
بعد اعطاء عدد لابأس به من الامثلة على القواعد » نود الان مناقشة الامور 
النظرية التعلقة بهذا الوضوع » حيث اننا لاحظنا في البرهنة (1.8.1) ان اي فضاء 
منتبي البعد عنده قاعدة مكونة من عدد منتبي من التجهات . السوال هناء هل 
توجد قاعدتان تختلفان في عدد متجهاتهما؟ الاجابة بالنفي وسنذکر البرهان بعد 
٠‏ ذکر بعض النتائج التي توّدي اليه . 


۸۱ 


مبرهنة (1.8.2) : 


لتكن ل ,4,,...,4] =8 مجموعة مولدة للفضاء الجزثي ۷1 من الفضاء ۷ 
على الحقل ۴» ولتکن 1م 10,,...,)6 =$ مجموعة مستقلة خطیا من التجهات في 
۸۲ عندئذ يكون 410 . 


البرهان : 
لننظر الى ا جموعة یھ ,... و4 :)سے .با ان 61۷ ,€ وا حموعة 
[,ذ...., ,ه]- 8 مجموعة مولدة للفضاء ]۰۷ رک ےت © معتمداً خطیاً على 
المجموعة 8 وبذلك تكون المجموعة ,8 مرتبطة خطيا حسب المبرهنة (1.7.3)ء الان 
حسب ال مبرہنة (1.7.4)» احد المتجهات في ,8 يمكن ان يكتب كتركيب خطي 
من التجهات التي تسبقه. بإعادة ترقم التجهات ,۸۵,:...,۵ ان اقتضت الضرورة» 
يمكننا ان نفترض ان التجه مل يكتب كتركيب خطي من المتجهات التي تسبقه . 
نحذف ,۸۵ ونلاحظ ان ا حموعةی۵....,,ھ ,,10- ,1 تولد الفضاء الجزنی ۷1 . 
وللاسباب السابقة نفسها نلاحظ ان المجموعة 
[ر ۵۰.۵ بی] B=‏ تكون مجموعة 0 خطیاً وبذلك يمكننا حذف 
المنجه ,۸۵ والحصول على المجموعة [ر,۸, 0,6 = ,1ا المولدة للفضاء 
الجرق 17 سے ناك € ونحذف متجه ره فإذا 
كانت <" فاننا سنصل للمجموعة پ,)....,؟ٗ“ ,8 المولدة للفضاء الجزنی 
. بذلك تكون ا "٠‏ ور Bii‏ مرتبطة خطياً وهذا تناقص 
اك الجموعة .بر مجموعة مستقلة بالفرض . 
إذن 5۲ 2 . 


( و . ه . م:( 
مبرهنة (1.8.3) : 


کل فضاء متجهات ۷ منتبي البعد عنده قاعدة» واي قاعدتین تحتویان 


۸۲ 


البرهان : ۱ 
المبرهنة (1.8.1) وتعریف القاعدة الذي يلا ینصان على ان لكل فضاء 
متجهات منتہی البعد توجد قاعدة . لنفرض الان ان 
...رق - 11 ,يرش ...رشأ - 0 
قاعدتان الى ۷ . بما ان 8 مجموعة مولدة الى ۷ و 6 مجموعة مستقلة خطياً فيكون 
لدينا حسب المبرمنة (1.8.2) 0گ 2 . 
بجا ان © مجموعة مولدة الى ۷ و 11 مجموعة مستقلة خطياً فيكون لدینا 
للاسباب نفسها 0 70 بذلك يكون =٩‏ 571 . 
على ضوء البرهنة (1.8.3) يمكننا ان نقدم التعریف التالي : 
تعریف : 
لیکن ۷ فضاء متجهات منتبي البعد . یسمی عدد عناصر قاعدة ۷ 
ببعد ۷ ويرمز له بالرمز (۷) 0150 ٠‏ 


dim (V) = dimension ۷ 


مثال (11) : 


لاحظ ان بعد "۸ في المثال (1) هو 1 اي ان 


dim )۶۳( = n 
: )12( مثال‎ 
لیکن ۷ هو الفضاء " © على الحقل © بذلك یکون‎ 
dim V = م‎ 
على الحقل ۸ فإن‎ ٤” اما اذا اعتبرنا ۷ هو الفضاء‎ 
dim ۷ = 2n 


۸۳ 


قا نهذا المثال بالمثال رقم (7) . 


مثال (13) : 


dim )M,)R() = 4‏ . قارن هذا الثال بالثال (5) . 


مثال (14) : 


1 +ه = )P,)R((‏ صن قارن هذا المثال بالمثال (6) . 


ملاحظة : 

على ضوء المبرهنة (1.8.2) لايمكن لاي فضاء ان يكون فضاءاً منتبي 
البعد» اذا احتوى على مجموعة لانبائية من المتجهات المستقلة خطیا . 
لتطبيق هذه الفكرة نورد المثال التالی : 


مثال (15) : 
لقد لاحظنا في مثال (2) ان الفضاء (۸) صر لیس فضاءاً منتہی البعد . 
نلاحظ هذا من خلال الملاحظة اعلاه . متعددات الحدود 
A(X) =X, ... A,(%)=X",...‏ ملاع A)‏ 
تکون مجموعة مستقلة خطیاً ولانهائية وبذلك وحسب الملاحظة اعلاه لايمكن للفضاء 
(8) ى8 احتوی على تلك المتعددات بأن يكون منتبي البعد . 


مبرهنة (1.8.4) : 


تكن ,۸ ,.... ,4= 8 قاعدة لفضاء التجهات النتبي البعد ۷ . ان 
اي متجه 6۷ ۸ يمكن کتابته بطريقة واحدة وواحدة فقط کترکیب خطي : 
۱ ہفہة + .... + رط A =a,‏ 


۸ 


البرهان :" 
ها ان 8 قاعدة الى ۷ فان المتجه ۸۷ يكون تركيباً خطياً لعناص‌ها 
ه,..., رك ولنفرض انه بالصيغة : 
ركه + .... + ,2۸ = A‏ 
ر۸ + .... + aA,‏ = 
اي ان ۸ كتب بطريقتين مختلفتين . بذلك نحصل على 
(a,-ã,) A, + .... + (a,-ã,) A, = O‏ 
ان سی رن ...م مستقلة خطياًء فعليه يكون: 
8-8-0 > .... = 3-91 
من هذا نستنتج ّ7 ان 2 = يق,..., = ,8 اي ان 4 يكتب بطريقة واحدة فقط 
كتركيب خطي من متجهات القاعدة 8. 


n 


Cg) 
: )1.8.5( مبرهنة‎ 
٠ ليكن ۷ فضاء ء متجهات منتبي البعد ولتکن ,الث ,... :رھ متجهات‎ 
و... ورا في ۷ حیث ان المجموعة‎ B, مستقلة خطياً في ۷ . توجد متجهات‎ . 
. 77 وسو قي ھ .... مره تكون قاعدة الى‎ 


البرهان : 
اذا كان ۷ = آ۵ ,... ,رها اي ان المجموعة ڑ۵ ,... ,4 تولد ۷ 
فأمبا ستكون قاعدة الى ۷ لا يوجد شيء يبرهن . بخلاف ذلك فإنه يوجد متجه 
۷ ,8 لامکن کتابته کترکیب خطي من التجهات يلل ,... ,۸ . ۱ 
بذلك نستنتج على ان اجموعة 5,1 ۰ ,4۸ تکون مجموعة 
ا ار کات مر خا دكن اد ساب ان کپ عيب 
هذا المتجه لوك ان يكون ۸ (0 ٤ا‏ ع 1) لان ا جموعة ,۸ .... ,ب4] 


مستقلة خطياً» ولايمكن ان يكون ,8 وذلك بالفرض . الان اذا كانت المجموعة 
[ر8 سه .... ,رش مولدة الى ۷ فان البرهان قد انتبی بخلافه يوجد متجه 
7 6 و8 لايمكن ان يكتب كتركيب خطي من التجهات ,8 .مھ ,... ,۸ وبذلك 
نستنتج بان الجموعة [ر8 8 یھ ... ,رش مستقلة خطياً للاسباب السابقة 
نفسها وهکذا . فأذا كانت مولدة انتهی البرهان وان لم تكن فنضيف متجهاً جديداً . 
بما ان ۷ فضاء منتہی البعد» فإن هذه العملية لابد لها من نهاية ولابد ان نصل الى 
محموعة مولدة بعد اضافة عدد محدود من المتجهات ,3 ,... رظ . 


ملاحظة : 


؛ المبيهنة اعلاه تنص على انه بإمكان اي مجموعة جزيئة مستقلة خطياً من 
فضاء متجهات منتبي البعد ان تكون جموعة جزئية من قاعدة لذلك الفضاء . بہذہ 
الحالة نقول بأن تلك المجموعة الجزئية قد وسعت الى قاعدة لذلك الفضاء . 


مثال (16) : 


وسّع المجموعة [(1)1,2 الجزئية من ”۸ الى قاعدة الى ”۸ . 
الحل: با ان 2 > 41000812 . إذن اي قاعدة الى ۸ يجب ان تحتوي على متجهين . 
.: نلاحظ بأن التجه (1,0) لابمكن ان يكتب كتركيب خطي من التجه (1,2) . 
بذلك تكون المجموعة ((1,0) ,(1,2)] قاعدة الى 8R”‏ . المجموعة 1 (3,5) ,(1)1,2 
۱ تكون قاعدة أخرى وهكذا 5 


۱ مغال (17) : 


جد قاعدة تو و على الحقل 1 تحتوي على مجموعة التجهات 
30 ,1+×] ۲ 


: ال : يجب اضافة متجهين للمجموعة اعلاه وذلك لان اي قاعدة الى P,(R)‏ تحتوي 


۸٦ 


على اربعة متجهات بسبب ان (0112)287016 <4. للسهولة نتبع الخطوات التالية في 
جميع السائل من هذا النوع . 


الخطوة الأول : نضيف متجهات القاعدة الطبيعية للمجموعة المعطاة . بہذہ الحالة 
يكون لدينا : × ,× ,× ,1 ,×2 ,1 + . 

الخطوة الثانية : نحذف ابتداء من اليسار كل متجه يمكن كتابته كتركيب خطي من 
المتجهات التي تسبقه . , 
التجه 1 لايمكن ان يكتب كتركيب خطي من المتجهات ,1 + 
2x‏ ۱ 
ما ان : ۰1 (1-) + ث ی٥‏ + x=1.)x+1(‏ 
نحذف × وننظر للمجموعة[ × ,× ,1 ,×2 ,1+ ×]هذه المجموعة 
مستقلة خا ومولدة للفضاء P,(R)‏ وبذلك تكون قاعدة محتوية على 
احموعة المستقلة 2×73 ,1 + ]. 

نورد الان بعض النتائج للمبرهنات التي ذکرناها . 
نتيجة (1.8.6) : 


في اي فضاء متجهات ذي بعد ۰ اي مجموعة جزئية تحتوي على 1 +11 
" من التجهات تکون مرتبطة خطياً . 
البرهان : 

لو كانت المجموعة الجزئية مستقلة خطياً لاصبح بالامکان وحسب 
( مبرهنة 1.8.5 ) ايجاد قاعدة تحتوي علیها وبذلك یکون عدد متجهات تلك 
القاعدة اكبر او يساوي 1 +2» اي ان بعد الفضاء يكون اكبر او مساويا ال 
1 +0 وهذا تناقص . 

(و.ها.م.) 


۸۷ 





نتيجة (1.8.7) ۰ 


اذا كان 8۷ فضاءاً جزئياً من فضاء التجهات ۷ فان ۷ 01 ےی dimM‏ 
ء بالاضافة الى ذلك فإنه اذا كان ۷ نك = M‏ نک فان ۷ ۷۲ . 


البرهان : 

ان اي قاعدة الى ۸1 تکون مستقلة خطياً وبذلك تکون جزء من قاعدة 
الى ۷ء وعلیه یکون عدد متجهات تلك القاعدة الى ۷ اکبر او مساوي الى عدد 
متجهات قاعدة 3/۸ نستنتج من هذا على ان ۷ صنل ك dim M‏ . 
اذا كان ۷نل = M‏ نك فان اي قاعدة الى 1۷1 تكون قاعدة الى ۷ ات یکون 
.M=V‏ 


ED 


نتيجة (1.8.8) : 
اذا كان ۷ فضاء متجهات ذا بعد 8 فإن : 
۔ اي مجموعة جزئية من ۷ متكونة من 7 من التجهات تكون قاعدة الى ۷ 


2 اي مجموعة جزئية من ۷ متكونة من 2 من المتجهات تكون قاعدة الى ۷ء 
اذا كانت تولد ۷ . 


البرهان : 
- لتکن آیش..., ٩-4۸,‏ مجموعة جزئية من ۷ مستقلة خطیاً. حسب 
البرهنة (1.8.5)ء ان لم تكن 5 قاعدة فإنه توجد متجهات 8,,...,8 
بحيث ان اغجموعة آ8 ری۵..... :4 تكون قاعدة الى ۷ . لکن 
بهذه ان ا3 یکون «عوم + 22 = 01277 وهذا تناقض . 
2 لتکن پھ.....,ر8-۸ وس جزئية تولد ۷ #حسب. المبرهنة 
(1:8.1)ء توجد مجموعة جزئية ۲5 بيت ان ۲ مستقلة خطياً و 


۸۸ 








[1] 5 [5] = ۷ لکن [5] صن > [1] نك وببذا نحصل على تناقض 
في حالة عدم کون ٩‏ قاعدة الى ۷ . 


ملاحظة : 
النتيجة اعلاه مفيدة لانه اذا عرفنا بعد الفضاء فيكفي للمجموعة ا جزثیة 
للك من عدد من التجهات مساوي آل بعد الفضاء بان تکون قاعدة اذا کانت 
اذا كان کل من ۷۲ و N‏ فضاءاً جزئیاً من فضاء التجهات ۷ فانه 
بالامکان تعریف الفضاء الجزني ١‏ +1 ( راجع البند 1.5 ) . البرهنة التالية تحسب 
لنا بعد ۱ + ]۷ . 


: )1.8.9( مبرهنة‎ 
dim(M +N) = dim (M) + dim (N) - dim ۷6۷۱ 


البرهان : 

لتكن ,ھ...., ,4 قاعدة الى ۱۸۸۷ء على فرض ان [0] 2 110121 . 

ها ان 21 6۱۲ ۷۲ و NEN‏ 1۷۲6۱ فعليه يمكننا ان نوسع المجموعة 
.لبك ...1۸ ای قاعدة ,8 ,...ررظ بش .هی ۷ وقاعدة 
[0,....و0 مرشو...ی 14 الى N‏ وذلك حسب ال مبیعنة (1.8.5). بذلك یکون 
لدينا 0 25 9 

dim (MAN) =r, dimM =r + ,ہ‎ dimN =r ۶ 

لكي نثبت المبرهنة بقى ان نيرهن على ان ۲+5+۲ = ((+۷) dim‏ هذا 
الغرض » ننظر للمجموعة 0 ,... ,€ وو8,...ور8 ,۵ ,...رر4! ونحاول ان نثبت 
بأمبا قاعدة للفضاء الجزثي +۷ وما ان عدد متجهاتها يساوي ] +5 +۲ فعليه 
يكون ++ = +N(‏ M)صdi‏ وبذلك يكتمل البرهان في حالة 


۸۹ 


MON =O '‏ . نبرمن اللا ان المجموعة اعلاه مجموعة مولدة الى (+3۸. لهذا 
الغرض نأخذ اي متجه +61۷ ۸ ونكتب ۸ بالصيغة 6 + ۸-3 حيث 
٣۴‏ و 0۶۸ . با ان المجموعة (,۵,,....۵,,8,,....8) تکون قاعدة الى 1۷1 
.: فعلیه توجد اعداد قياسية ےل[,.... 5,9 ....,,ڈ بحيث ان التجه 614 8 یکتب 
ص۷ ...+ ۲۱8 ۲+ ۸ + ... +۵ دظ 
ھا ان المجموعة © ,... م0 ہھ ,... و,4] تکون قاعدة الى لا[ فعلیه توجد اعداد 
قياسية ,۷ ,... و۷ م2 و... و2 بحیٹ ان التجه 06171 یکتب کترکیب خطر 
على الشکل : 
+ZA +WC, F...+ WC,‏ ... + ,2۸ع) 
بهذا يكون لدینا : 
+y,B, + ...+y,B, +‏ هل + A=B+C= (x, +ZJA, + ... + (x,‏ 
WC, +...+...+ WC,‏ 
اي ان ۸ أمكن كتابته کترکیب خطي من متجهات اجموعة 
"کا مس0 ووه و...ور8 A‏ ,...رر14 وهذا يعني انها مجموعة مولدة للفضاء 
. الجزتي 24+21 . نبهن الان على ان المجموعة ایک...:8 ہے رش 
XA, +...+ ۸ + JB, +...+y,B, + ZC + ...+ ...+ 2٤-0‏ 
تركيباً خطياً مساوباً للصفر. الطلوب برهانه هنا ان جميع الاعداد القياسية 


5 او یو لامور لواو و تكون مساوية للصفر. بالامكان كتابة المعادلة 


اعلاه بالصيغة : 
YB, +...+ yB,= -ZC, — 2‏ + شع + ... + XA,‏ 
. الطرف الايسر لخادل اعلاه عبارة عن متجه فی M‏ وذلك لانه تركيب خطي من 
متجهات قاعدة ۷1 وهو يساوي الطرف الايمن الذي يعتبر متجها فی N‏ لانه تركيب 


۹۰ 


خطي من متجهات منتمية الى . بذلك ينتمي كلا الطرفان الى كل من ۷۸ و 
٦ء‏ اي الى التقاطع ١‏ 820 . بهذه ا حالة يمكن كتابة كل من الطرفين كتركيب 
٠‏ حطي : ,۷,4 + ... + ۷,4 من متجهات قاعدة ‏ ۷10۱ وبذلك نحصل على 
YB, = WA, + ... + WA,‏ +... + را XA, + ... + XA,‏ 

-2 0 =...-ZC= WA, + ... + WA, 

بالامكان كتابة المعادلتين اعلاه بالصيغة التالية : 

(Xx, - WJ A, + ... 0-۷۵ + JB, + ...+ y,B, =O 


WA + .... + ۷۵ + ZC, + ..+ ک7‎ =0 


المعادلتان اعلاه تمثلان تركيبين خطيين مساويين للصفر جموعتي متجهات مستقلتين 
خطیاء بذلك نستنتج على ان جميع المعاملات تكون مساوية للصفر» اي ان : 
O,‏ ,۷ و ر٥‏ ۷ O,‏ ولا وه Yj =O,‏ رما و و ۷۷× 


|= 0,۰. 2 6 


هذا يعني ان O‏ ح7 .بت 20 ,0= J,‏ یہ = X = Ûy... 6 J‏ 
وبذلك تكون المجموعة 6,0 ,...,ر8 4...4 مستقلة خطياً. في 
حالة كونقٌ0] = ۷۴ فإثبات البرهنة يسير على النحو التالي : 
نفرض ان الجموعة 4,,...,4) تكون قاعدة الى ۷1 والمجموعة[ ,8,..., ,8 ] تکون 
قاعدة الى × ونحاول ان نبرهن على ان المجموعة م8,...,ر8 :..۸,۰....۸م تکون 
قاعدة الى 620.17 M + N= M‏ . المجموعة اعلاه مجموعة موّلدة الى × +24 وذلك 
يمكن برهنته بسهولة وبطريقة مماثلة للحالة الاول تفت للبرهنة على ان 
لمجموعة ,8 ...رق ۸.۵ مستقلة خطیا. ناخذ تركيباً خطياً مسارياً 
للصفر : 

XA, +... + xyAq F YB, + ... + رظبلا‎ - 0 
: ونکتبه با لصيغة‎ 
+ ...+ تارذ‎ (yJB, + ... + CyB, 


بم 


۹۱ 





الطرف الايسر متجه في ۷1 ويساوي الطرف الايمن الذي بدوره یکون متجها في لا 
وبالتالي ينتمي كلا الطرفين الى كل من ۷1 و N‏ اي الى التقاطع 24/١71‏ . لکن 
2101 ۷16۱۸۷ بالفرض . إذن 
0د XA, + ... + <A‏ 
B, +...+ (y,B, =O‏ رو 
بما ان المجموعتين ی .۰ مره [,8 .... ,8 مستقلتان خطياًء فعليه 
نستنۃ لستنتج : 


0 2 رلاه... و20 20:۷ رک و...و0 = × 


بذلك تکون اجموعة ك8 ,...,,8 ,يلل ...4۸ مستقلة خطياً. هذا يثبت ان 
dim(M@ON) = m+n‏ وهذا يتفق مع النتيجة العامة في حالة كون 
MAN = }‏ أي ان dim (MN) = o‏ . 


وو ےک 
- مثال (18) : 


جد بعد الفضاء الزيي + من 8 اذا علسمت ان 


Sy =o}. M={(x,y,2):x-2y + 2= oj‏ + ×2 :2 ولا 0 N=‏ ثم برهن على ان 
۷+۰ . 


الحل : بتطبیق البرهنة (1.8.9) نلاحظ ان 
dim (M +N) = dim M + dim N - dim (MAN)‏ 


لذلك نحاول ان نجد ابعاد الفضاءات الجزئية ۷( N, M‏ ,21 . بالامکان وصف 


ْ ۱ : بالصيغة التالية‎ 1۷1, N 
۱۷ - لإ را :(2 ریم‎ =y,2= < + ر ر2‎ 
N = (¥2) : =×, ×(2/5۔)- ل‎ 2= 21 


۹۲ 


وکا وضحنا في الامثلة السابقة فإنه بالامكان اختيار ا جموعتین : 
B= 101,0,-1( , )0,1,2(‏ إ[(0,0,1) ,(2/5,0 -,1)؟ C=‏ 
کقواعد الى كل من ۷1 و لا على الترتیب . بذلك یکون لدینا : 
dim N - 2 , dim M =2‏ 
لحساب (N‏ 1 نفترض ان التجه 6711 M‏ 6 (2,[,×) بذلك يكون لدینا 
٠‏ 2¥ +×- =2 و ×(2⁄5-) ل وعند التعویض نحصل على : 
×(9/5-) = ×(2/5-)2 + ورس 
عندئذ يمكن وصف التقاطع بالصيغة : 
MON = §(x,y,2): x= x, y =(2/5)x, z= 95+ 8‏ 
وببذا يكون لدينا متغير واحد حر وهو × وبأختيار القيمة 5 -* نحصل على التجه 
(9- ,2- ,5) الذي بدوره يكون قاعدة الى 2/111 . 
هذا يعني ان 1 = (816(2) زل . المعادلة المذكورة في البرهنة 
(1.8.9) تنتج : 
dim (M +N) 2+2 -1 3‏ 
اي أن dim (M +N) = dim (RP)‏ 


وما ان 21 +۷ فضاء جزٹی من ۸ فعليه وحسب نتیجة (1.8.7) يكون : 
.M+N = R‏ 


تمارين (1.8) 


1 اي من المجموعات ال جزئیة التالية تكون قاعدة الى 27 . 
E = 4)-1,2,0( , )0,1,0( , )1,2,3(5‏ 
)1,1,3( ,)0,5,7( 0 (2,0, 41 سے ۳ 
G= 41-1,1,4( , (0,2,0) , (1,1,1) , (0,2,57‏ 
H = £)0,5,7( ٦ )-1,2,-3( 0 )-2,9,1(5‏ 


۹۹۳ 


2 اي من ان جحموعات الجزئية التالية تکون قاعدة للفضاء (7)رط على الحقل 
.R‏ 


E= {-1, 1-x, 2x 

F= (1, (x-2), (x-2) (x + D} 

G = {1 + ,یر‎ 2-x + 3x7, 1-2x + 41 
H= {1 +x +x, x, xX 2 


3[ جد قاعدة 2x2 Ca a‏ گار M‏ على اون )2 


E‏ تقل اود را عل اف 
a,b € © +‏ :(0,0,0,ع))- ۷ 
N= {(c,0,d,0): c,d EC 3‏ 
كرو کے aR‏ . جد قاعدة الى كل من 840181 و M+N‏ نم 
حقق معادلة البعد نی (1.8.9) . 


جد قاعدة ة الى كل من الفضاءات الجزئية التالية من ”8 . 
x+y = o}‏ :(2,لا,:)؟ M=‏ 
N = {(,y,2): 2x + y-z= o}‏ 
X= 0, ۷-22 > o}‏ :(۷,2,×)] < 
7-27 بر :(0,(,2) W=‏ 


. ۳,)8( جد قاعدة الى کل من الفضاءات الجزئية التالية من‎ 6 
۷] =fa, + a,x + aX? + a,x: 22, + a, - a, =o} 
N= {P(N): d/dx P(x) = o} 
V = {P(X): P(x) = -P(xX)} 
W ={P(): P(o) = o} 


5: 


7 - ۳00: ۳0۵ - a, + a,x + 


57 جد بعد جميع الفضاءات الجزئية في القارين (5)ء (6) . 
8 لیکن كل من [(0,ه,ة)] = ۰1 (ط,ط,ہ)] N=‏ فضاءاً جزئياً من 
7 . جد قاعدة الى 21 +۷۲ . 
9 تحت اي شط على العدد الحقيقي 8 تكون مجموعة المتجهات (0,1,2)) 
(1,8,0)ء (1,0,2) مرتبطة خطيا . 
0 - اعتبر ۷ هو الفضاء الجزثي ا مولد من قبل التجهات : 
A,(%) = 2, A(x) = Sinx, A(x) = Cos2x‏ 
وذلك في فضاء الدوال الحقيقية المعرفة على المستقم الحقيقي بأكمله . 
) ا ) اثبت ان يشريه ,5-3۸ ليست قاعدة الى ۷ . 
(ب) جد قاعدة للفضاء الجزني 7 


1 اعتبر ‏ 4 ,ي44 قاعدة للفضاء ۷ ثم برهن على ان ]و19 ,وق ,8 ايضاً 


: قاعدة » حيث‎ 
. رظ‎ ۸, , B= A +A, , رلك > ر8‎ +A, +A, 

2 برهن على ان: 22ت ((0۷۸,,)8 صن dim)M,) C= n°‏ عندما 
( 31,6 يكون فضاء متجهات على الحقل ©. و 202 dim(M,(C)}=‏ 

عندما (21)0 یکون فضاء متجهات على الحقل ۸ . 

3 اذا کان : 0 > 217-2 + x‏ :5,77 = ۷ فضاءا جزئیا من 21 فجد 
فضاءاً جزئياً × بحیث کون 1100811-10 و 732 - ۷ + . 
( ارشاد : اختار قاعدة الى 1۷ ثم وسعها الى قاعدة الى 2 ) . 


(1.9) الاحدائیات وتغيير القواعد 
Coordinates and change of bases‏ 


اذا كان ۷ فضاء متجهات منتهي البعد وعلى الحقل ۴» واذا كانت 
ؤرث ... ,,۸]< 5 قاعدة الى ۷ فان اي متجه ۷ € 4 يمكن كتابته بطريقة 
واحدة فقط كتركيب خطي من متجهات تلك القاعدة ( مبرهنة 1.8.4 ). اي ان 
رش + ... + ۸ ,×= ۸ حيث 61 رلار.. ,| اعداد قياسية وحيدة . 

من الال فصاعداً. سوف نتم بترتيب التجهات في القاعدةء اي اننا 
سنتعامل مع قواعد مرتبه » لکن لسهولة التعبیر » سنطلق فقط اسم قاعدة ويفهم من 
ذلك انها قاعدة مرتبة . فمثلاً القاعدة [(0,1) > ره ,(1:0) = رھ] للفضاء 57 
سوف تختلف عن القاعدة [(1:0) يه ,(0,1) = ,4 على الرغم من کر تا 
مجموعتين متساویتین » لکن الاحتلاف هنا بترتيب المتجهات . 

نرجع الان للفضاء ۷ اعلاه» ونأخذ ۸6۷ اي متجه . 
تعريف : 

بمتجه احداثیات ۸6۷ بالنسبة للقاعدة[.ره,..., هر 5 نقصد 
المتجه (ر×و...,ر× ور =× حيث ان €۴ رلار...وبكا هي الاعداد القياسية 
الوحيدة التي تحقق مشب + ... ,۵ =4 . 


مثال (1) : 


في الفضاء 82. جد متجه احدائیات التجه (5,6) =4 بالنسبة 
للقاعدة الطبيعية ثم بالنسبة للقاعدة  )-1,4([‏ ر4 ,(1,2) = ,5-۵ . 


الحل : ان القاعدة الطبيعية الى ۸ هي (0,1) = رھ ,(1,0) = ۰۲ 
ما ان : (0,1) 6 + (1,0) 5 = (5,6) = A‏ 
به6 + ,ھ5 - 


5 


اذن يكون متجه احدائیات (5,6) = ۸ بالنسبة للقاعدة الطبيعية مساوياً للمتجه 
نفسه » اي (5,6) < > . 
لايجاد متجه احدائیات (5,6) = ۸ بالنسبة للقاعدة 8 اعلاه » نکتب : ٠‏ 

A = )5,6( = ۲,۵, + بشمد×‎ 

(1,4-) ب× +  )1,2(‏ = 
(ر×4 + ,2 ×-,×) = 

بعد حل العادلات نحصل على 2/3 - = با , 13/3 = ر×. 
هذا يعني ان متجه احدائیات (5,6) = ۸ بالنسبة للقاعدة 5 هو 
(2/3-,13/3) = 2 . 


مثال (2) : 


في الفضاء ()ر۳ جد متجه احدائیات التجه × -1 =۸ بالنسبة 
للقاعدةل × = رھ ,× + 1- = رھ ,3 = 4 - 5. 


الحل : نکتب : 

b(-1 +x) + ¢ 02‏ + (2)3 < 1 دم 

= )32-0( + bx + cx? 
: فنحصل على المعادلات‎ 
38-5 = 1,5 =0,  < -1 

اي 1- = © ,و = 9 ,1/3 دج 
عندئذ يكون متجه احداثیات التجه ”× - 1 = ۸ بالنسبة للقاعدة 5 هو 
(1- ,0 , 1/3) < ×. 


لقد لاحظنا ان متجه احدائیات اي متجه یعتمد كلياً على المتجه 
والقاعدة » فاذا تغرت القاعدق تغیر متجه الاحدائیات . سوف ندرس العلاقة بين 
احداثيات متجه بالنسبة لقاعدتين مختلفتین لکن قبل ذكر العلاقة بصورة عامة 
سنحاول دراستها من خلال المثال التالى . 


۹۷ 


مثال (3) : 
اذا كانت یه , ےھ > 5 قاعدة ال 87 و ژر ۸ ,ر*ه! = *و 
قاعدة جديدة الى 27 بحيث ان 
Kk‏ 
2 ۸ + ,۵۳ھ = ره هه + هه = یه . اذا کان 
(¥ ,×) = × هو متجه احداثيات اجه 2 ع ۸ بالنسبة للقاعدة 5 فجد 
( ہی گی = ٭ی متجه احدائیات ۸ بالنسبة للقاعدة الجديدة * 
الحل : 
يذلا + ۸ عام 
(ر*هل + x (aA*, + bA*,) + y (cA*,‏ 
(xa + yc) A*, + (xb + yd) A*,‏ 


٭ 


x" = xa + رپ‎ ۷۳ = xb + yd ۰ أذن‎ 


: اي ان‎ 
X* = (x*,y*) = (xa + yc, xb + yd) 
= (xy) [a b 
cC d 
فان العلاقة اعلاه‎ ۴ = ۱ 

۶ ۹ 

تصبح 
X* = XP‏ 


الصف الاول للمصفوفة 8 هو متجه احداثيات ,۸ بالنسبة للقاعدة الجديدة. 
والصف الثاني هو متجه احداثيات يلل بالنسبة للقاعدة احدیدة . 


القاعدة * 


۹۸ 


بصورة عامق اذا كانت[ ,...رره]- 5 قاعدة الى ¥ ول *۵..., "4۸ *5 
قاعدة جديدة الى ۷ فأنه بالامكان كتابة كل متجه في 5 كتركيب خطي من 
متجهات *5 وعلى النحو التالي : 


۵رت ... + هی + ۴۵ A,‏ 


*ھ ۶ + ... + ر*شرط + ,اضر 


2 


۱ 


ء.. << 


ےت ... دار*هرط + تشرط = , 
عندئذ تسمى المصفوفة 


.P 


In 


PL 


5 ,رط Pr,‏ 
ور رو 


(Pn Ps 4P 


مصفوفة الانتقال من القاعدة 5 الى القاعدة *5 

لاحظ ان الصف ا للمصفوفة 82 هو متجه احداثیات 5 © ,۸ بالنسبة للقاعدة 
الجديدة *5. اي ان مصفوفة الانتقال من 5 الى *5 هي المصفوفة التي تنتج من 
كتابة متجهات 5 بدلالة متجهات *5 على الترتيب . 


مثال (4) : 


جد مصفوفة الانتقال من القاعدة[0,3) = ره , (2,1) = =A,‏ 5 
الى القاعدة [(3,3) = ٹم رر = * =A‏ *و . 


الحل : نکتب 


*يشررم + * بخررم > (2,1) = A,‏ 
*يشررم + PA,”‏ > (0,3) ديم 


۹۹ 


بذلك نحصل على : 0 
(ورم3 و3۳ + ررم چ (3,3) +P;‏ (1,0-) ,۲8 (2,1) 


(ووم3 9 ور30 + ررط۔) = (3,3) P22‏ + (1,0-) رو = (0,3) 
اي ان 


-0., + 3P = 2, ور3‎ < 1 


3 = ور30 , © ور30 + -P‏ 
1 = ررم ,3 ,ريط , 1/3 = ورم اہ = برط 
عندئذ تكون مصفوفة الانتقال من القاعدة 5 الى القاعدة *5 هي 


-1 1/3 
P <3 1 


اذا كانت 5 قاعدة لفضاء التجهات النتبي البعد ۷ و ٩۳‏ قاعدة 
جديدة الى ۷ بحیث ان مصفوفة الانتقال من 5 الى *5 هي ۶ء واذا كان × هو 
متجه احدائیات المتجه 6۷ ۸ بالنسبة للقاعدة 5 فإن X* = XP‏ يكون متجه 
احداثیات ۸ بالنسبة للقاعدة *8. 


مبرهنة (1.9.1) : 


البرهان : 

لنفرض ان بعد ۷ = ۸ ولنفرض ان له ,... ,ره ٩‏ = 5 و = *5 
آی کم .... ,ر*ه. با ان (,* ,... ,,*) = × هو متجه احداثیات ۸۷ 
باللسبة للقاعدة 5 . اذن 


ما ان (0) = ۴ هي مصفوفة الانتقال من 8 الى *5. اذن 


A, = pA, + ... + وشيم‎ 
A, = ی( ... + تشرط‎ 


بالتعویض نحصل على 


= XxX (PA. + ... + pA (+ ... + 
x, | 6,۸۳ FF... + Pn A” a) 


EDE a FERPA ESE‏ رل 


ی 
نطو + ... + روطي + (xP‏ 


اذا كان ( 25 ,... و **) = *× متجه احداثيات ۸ بالنسبة للقاعدة *5 


فنحصل على العلاقات التالية . 
_ * 
,۸58 4 ا + ,درک و رح ی ۳ ۸ 
موطی< ‏ ... + روطو + XP‏ = 
و س ہد لد روط وكا + مار < a‏ 


مج مه 
مر دم 


pe» 


بمراجعة ضرب المصفوفات » يمكن كتابة المعادلات اعلاه بالصيغة 
Py ۱2 ۰ Pin‏ 


4 
XD) لا ول اد‎ : 
Pnı Pn2 ی‎ Pan 


.X* = XP : اي ان‎ 


مغال (5) : 
اذا علمت بأن (1-:1:2) = × هو متجه احدائیات النجه ھ بالنسبة 
للقاعدة 221 ,×- ,31/2 5 الى (18)ر فجد ھ . واذا علمت بان 


0 -1 0 


هي مصفوفة الانتقال من 5 الى القاعدة 
[,*۸ ور*4 , *4= *5 فجد متجه احداثیات 4 بالنسبة للقاعدة *5. 


ا حل: ری (1-) + ری (2) + (1()1/2) = A‏ . 
پر ۔ 27 - 1/2 = 


لیکن (,*8 ,ر*2 , ,*2) = *× متجه احداثیات ۸ بالنسبة للقاعدة *5 اذن . 
X* = XP‏ 


-)1,2,-1( ] 1 1 1 
2 


(1-,4,2) 5 
مثال (6) : 
اذا علمت بأن مصفوفة الانتقال من القاعدة 
[(0,3) = يش ,(2,1) = ,4] - 5 الى 2 ال القاعدة [ر*4 :,*م۸] = ٩*‏ ھی 


a ۳ 


فجد ,ر“ ,ر*ھ ثم جد مصفوفة الانتقال من *5 الى 5 . 


الخل: من تعريف مصفوفة الانتقال نحصل على 
ns (1)‏ 2/5۸ + ۱۷/5۸ 2 (۵,۱ دم 


0( سس ۔ A, = (0,3) = -2/ ۷/5۵ + 1/ VA‏ 
بضرب المعادلة الاولى في 2 وجمعها مع.العادلة الثانية » نحصل على 
۱ ر٭*ھ5/ ع ۷/5۸ /5 - (4,5) 
اذن . (5 1/۷ ,۷5 /4 ) =ر*A‏ 
من ا معادلة الأول نحصل على 
A^,‏ 24 ۔(21) در خ*هك/ا 


= )2,1(- 246) 4/5, 14) 
= )2,1( - )8/5 , 2/5( = )2/5 , 3/5( 


اذن: (345 ,246 )= ,*۸ 
لنفرض ان 


Qo, dı2 


هي مصفوفة الانتقال من القاعدة *5 الى القاعدة 5 » فيكون لدینا 
مره + ,هه = 7ھ 
ری + ,هرره = ۸۳ 
اي ان : (0:3)یره + (2,1) ,رو = (345 ,245 ). ۱ 
(0:3)رره + )2,1( ہو = )145 ,4/6 ) 


ول العادلات اعلاه حصل على 65- 1 


Q= 
2/6 105 
© = ۳۳۲ لاحظ ان‎ 
: )1.9.2( مبرهنة‎ 
اذا كانت‎ 
6 = A [م*ھ‎ «<S={4,.., ڑہھ‎ 


[,**ھ ...ی * *ه]< * *5 قواعد للفضاء ۷ وكانت 8 هي مصفوفة 
الانتقال من 8 الى ”8 و © هي مصفوفة الانتقال من*8 الى**8 فإن 80 تکون 
مصفوفة الانتقال من 5 الى'*8 . 
البرهان : 
تمرين بسيط بضرب المصفوفات ويترك للقارىء . 


نتيجة (1.9.3) : 
اذا كانت 7 مصفوفة الانتقال من قاعدة 5 الى قاعدة *5 فان ۳۳٩‏ 
تكون مصفوفة الانتقال من *5 ال 5. 


البرھان : 
ان مصفوفة الانتقال من 5 الى 5 هي المصفوفة المحايدة . فإذا كانت © 
مصفوفة الانتقال من *5 الى 5 فان ۴Q‏ . تكون مصفوفة الانتقال من 5 الى 59ء 
اي 
PQ =I‏ 


وبذلك يكون “2 = © . 


روہ 7 


مثال (7) : 


جد المتجه ۸ ف P,(R)‏ الذي متجه احداثياته بالنسبة للقاعدة 
2x‏ تے بھ A = 1 +x,‏ ,1- = 1۸۔ 5 هو المتجه )2,0,1( - +2 . 


ا لحل : من تعريف متجه الاحداثیات نحصل على : 


( 


A = (2) A, + (0) A, + (1) A, 


)-2( رام‎ + (0) (1 +x) + (1) (2x) 


×2 + 2 = 
ملاحظة : 
الخطط التالي يساعد الطالب ف تذكر ماورد في مبرهنة (1.9.1) 
© م 
2 
0 / 
١‏ 4 
١‏ ٭رہیر / 
متجه احدائیات ۸ بالنسیة الل *8 د هد وس × = متجه احدائیات ۸ بالسبه ای ٩‏ 
١‏ 1 
۱ 1 
۱ 
۱ ۲ / 
7 کک 


مصفوفة الانتفال مس ال +5 
) اكتب 5 بدلالة ٭5 ) 


تارين (1,9) 


1 جد متجه احداثیات كل من المتجهات التالية في 282 وذلك بالنسبة 
للقاعدة [(3,0) = يك ,(1-,2) = =A,‏ 5. 


A = )2,-1(, B= )0,0( , 0 = (0,1), D = (a,b) 





1+ 
2 + 3[ 


1 


2 جد متجه احداثيات كل من المتجهات لكي 8/0 


بالنسبة للقاعدة : 


0 
| اعی۸ 


21 
E = ]-5[ 


3 جد متجه احداثيات 


للقاعدة : 


1+i 


0 


2 0 
070 


i 


1 0 1 
E BE 
2-5i 0 1+ 
C= 
0 7+i .D 1 


كل من المتجهات التالية في (1)ر۳ وذلك بالنسبة 


5 = $1, 1+, 2-2 


. A = ¥2 + x- (1/3)x?, B= 2x + 7۷2 6 =3 


4ت 


(أ) اعتبر 2 © فضاء متجهات على الحقل © وجد متجه احدائيات 
(1-,1) = ۸ بالنسبة للقاعدة : 
+(0,2+31) = يش ,(1,0-) = fA,‏ - 5. 

(ب) اعتبر 2 فضاء متجهات على الحقل 8 وجد متجه احداثيات 
(ز-,1) = ۸ بالنسبة للقاعدة : 


+01 ديم 


5 - ,(1:0-),ھ۸]‎ A, = )1+1,0(, A, = )0,21(, 


“ حد مصفوفة الانتقال من القاعدة(2,3 ) حرش ,(1,2) ,5-3۸ 


ننم 22 الى القاعدة#(2-,1) = 


.S* -3۸,* = )-1,0( رھ‎ 





6 جد مصفوفة الانتقال من القاعدة 
A 2+‏ ,×+ ×1 = ر2,A=‏ ,8-۸ 
للفضاء (۸)ر۴ الى القاعدة 
رو ={A*, = 1 +x, A* =X, A*, = 3+4x+‏ *5. 


7 - اعتبر ۷ هو الفضاء المولد من قبل المت 
Cosx, A= Sinx‏ = (۸ 


( أ( اثبت ان 30096 B= 18,00 = 2Sinx+ Cosx, B,(x)=‏ 
تكون قاعدة للفضاء ۷ . 
(ب) جد مصفوفة الانتقال من القاعدة ويه ,,4] = ھ الى القاعدة 
3 :رط) - 8 . ۱ 
١(‏ ج) جد متجه احداثيات 30085 + × 25[0- = (×) € بالنسبة للقاعدة 
3ر8 ,ر8) -8 وذلك بالاعتاد على مبرهنة (1.9.1) ثم تأكد من 
عملك بحساب ذلك المتجه بصورة مباشة . 
( د ) جد مصفوفة الانتقال من القاعدةإر8 ,8 = 8 الى القاعدة 
#ب۸ ,ها = ۸ . 
8 اذا علمت بأن مصفوفة الانتقال من القاعدة ليه ,ر4 =8 الى 22 الى 
القاعدة2,1(1) = ر*ه ,(7,5-) = 4= *5) هي الصفوفة 
1- 





فجد متجهات القاعدة 58 . 
9 - اذا علمت بأن مصفوفة الانتقال من القاعدة[1-5 > ر۸ ,8 + 1= 5-۸ 
للفضاء (۴) ۴ الى القاعدة ژر ۸۳ ,, * هر - *8, هي المصفوفة 
: 1 2 


3 1- 
فجد متجهات القاعدة *5, 


جد المتجه ۸ في (22)18 الذي متجه احدائياته بالنسبة للقاعدة 


و 7 - 


هو المتجه (1,2,0,4) < :2 . 


1 جد التجه ۸ في (6)و۳ على الحقل © الذي متجه احداثياته بالنسبة 
للقاعدة : 
)1-1(x, )1 + (× [‏ +1 ,13 5 هو التجه (1,3-و1+1) =× 





التحويلات ا خطیة : Linear Transformations‏ 


(2.0) مقدمۂ : 


في موضوع ابر الخطي» توجد تطبيقات عديدة على موضوع فضاء 
المتجهات والدوال بين فضاءات المتجهات› ومن اهم هذه التطبيقات التي تستعمل 
فی الفيزياء والعلوم ا مندسیة والعلوم الاجتاعیة ‏ والافرع ال ختلفة من الرياضيات هي 
التحويلات ال خطیةء وهي عبارة عن دوال مجاها ومجاها المقابل عبارة عن فضالي 
متجهات بحيث تنقل كل تركيب خطي لتجهات في الفضاء الاول ر امجال ) الى 
الترکیب الخطي نفسه لمتجهات اخرى في الفضاء الثاني ( ا جال المقابل ) . 
معينة © فإذا رمزنا للتدوير بالرمز و ۸فإنه يمكن اعتبارم18 دالة من “8 الى 18ء اي 
RRR‏ » هذا التدوير ينقل متوازي الاضلاع ذا الضلعين 8 ,4 الى متوازي 
اضلاع آخر ذي ضلعین (8)ي۸» (ى)يظ8 بحيث ان القطر 8 + 4 ينتقل الى القطر 
RA) + RB)‏ › اي بعنى ان (2)08 + لهو = (8 + هار . 


انظر الشكل رقم (1) . 





شكل (1) 


كذلك فإنه اذا كان ۲ اي عدد حقيقي فاٍن الدالةبي1 تحقق (ه)يم8: = (33,۸ . 
التعريف العام للتحويلات الخطية ثم نعطي امثلة توضح فکرتا . البند (2.2) سوف 
يركز على الامور النظرية › ويعطي حصائص التحویلات النطیة وعلاقتها بالفضاءات 
الجزئية والابعاد. في البند (2.3) سنتناول دراسة تركيب التحويلات الخطية والتحویلات 
النظيرة اما البند (2.4) فقد خصص لدراسة العلاقة بين المصفوفات والتحويلات 
الخطية » تلك العلاقة الوطيدة التي تمكن من معرفة وبرهنة حصائص المصفوفات 
بأستعمال التحويلات النطية وبالعكس . البند (2.5) سيتناول دراسة تغيير القواعد 
وعلاقة ذلك بمصفوفة التحويل الخطي. ویجیب على تساؤلات تطرح في البند (2.4) . 


(2.1) التحويلات الخطية (Linear Transformations)‏ 
تعريف : 


لیکن ۷۷,۷ فضائي متجهات على الحقل ۴ نفسه ولتكن 1 چ 7:۷ 
دالة تحقق 


)( T(A +B) = T(A) + T(B) 
(ii) TCA) = rT(A) 

وذلك لاي متجهات 6۷ ۸,8 ولاي عدد قياسي ۲6۴. بہذہ الحالة نسمي 7 
تحويلاً خطياً من ۷ الى ۷ . 


مثال (1) : 


لیکن 8 = ۷ و 72 = ۷ ولتکن #۸ :۲ دالة معرفة بالصيغة : 
(1,2+×) = (2,لا,) 1 
إن 1 تکون تحويلاً خطياً من ۸ الى ۸ » ولبرهنة ذلك نأخذ ,(ية بر «رع) = ۸ 
b,)‏ روط B= (b,;‏ 
بهذا يكون 
(وط + T(A +B) = 162, + b,, a, + bر, a,‏ 
( (وط + وة),(وطا + ((a, + b,) + (a,‏ = 
(وطووط + (b,‏ + (يق (a, +a,‏ = 
T (A) + T (B)‏ = 
لو كان ۲۶ اي عدد حقيقي فإنه : 
(rA) = T(ra,, ray, ray)‏ 1 
(ra, +ra,ray)‏ = 
(r(a, + ay), ray)‏ = 
(ي8 ,ى +,2) =r‏ 


= rT (A) 
. نستدتج من هذا ان الدالة 1 تحقق الشرطین اعلاه وعليه تكون تحويلاً خطياً‎ 


مثال (2) : 
الدالة )R(‏ 247 + (8) و :"1 العرفة بالصيغة 


a-2b 0‏ 
(a+ bx+ cx?) =‏ 1 
a+c‏ 0 
تكون تحويلاً خطیاً والتحقیق کا في مثال (1) 


مثال (3) : 

اذا كان ۷ و ۷ اي فضاني متجهات على الحقل 7ء فان الدالة الثابتة 
٣۷‏ مب 7:۷ والعرفة بالصيغة 0 -(7)8 لكل ۸۷ تکون تحویلا خطياء 
یسمی. بالتحويل الصفري (15325101122]1052 البال) نترك الاثبات على ان 1 
مثال (4) : 

اذا كان ۷ اي فضاء متجهات فإن الدالة ۷ج 1:۷ المعرفة بالصيغة 
۸ - (1)8 لكل ۸6۷ تكون تحوبلا خطياء يسمى بالتحويل ا حاید : 

. الاثبات تمرين‎ . )1dentity transformation) 


مثال (5) : 
برهن على ان الدالة 15 مب ”8 :1 المعرفة بالصيغة 
1+ ۷ = (ا,<)1 
ليست تحويلاً خطیاً . 


11۲ 


: البرهان‎ 
. 8= لیکن (رھ ,ر) = ۸ (رط,,ط)‎ 
T(A +B) = T(a, + ,رط‎ a, + (رط‎ 
= (a, +b,) (a, + bJ) +1 
= رطرط + وع‎ + a,b, + b,a, + 1 


لکن 
T(A) +T(B) =(a,a, + I) + (bb, + 1)‏ 
: 2 وطرط+ ية 0 = 
وہذا اصبح واضحاً ان (1)8 + T(A + B)ÉT(A)‏ عندما یکون 8ھ اي زوج 
مثال (6) : 


الدالة ۸ م 1:12 العرفة بالصيغة 
T (x,y) = 2x‏ 
تكون تحويلاً خطياً . والتحقيق مشابه تماماً للمثال (1) . انظر الشکل رقم 
(2) الذي يوضح التحويل '1 اعلاه هندسيا . 
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المبرهنة التالية تعطي بعض اخصائص البسيطة للتحويلات الخطية . 


مبرهنة (2.1.1) : 
اذا كان ۷ ل ۲:۷ تحويلاً خطياً بين الفضائین ۷,۷ على الحقل ۴ 
فإن 
( ا ) 0 = TO)‏ 
(ب) لاي مجموعة متجهات ۸۵,۲۷ ..... ,یھ ,4 ولاي مجموعة اعداد 
قياسية 677 _,... وڈ ,ءا يكون لدينا 
+ (ية)1,: + (۸) ہد هید +... عيفر + T&A,‏ 
(ھ)کل× +.... 
البرهان : 


(أ) با ان 0۰۵-0 لأي متجه 6۷ ۸ عند کن 00-0 وبالتالي 
وحسب الشرط (2) من تعريف التحویل الخطي یکون لدینا : 
O‏ ح(6.1)0-(76.0 = TÛ)‏ 
(ب) حسب الشرط (1) من تعريف التحويل ا لخطي نستنتج 
TA) + ...+ TA)‏ شید +...+ TA,‏ 
اما الشرط الثاني من التعريف فيعطي النتيجة المطلوبة لان 
T(x,A,) = ۵۷‏ 
لكل ...1:2 1 


(و.ه.م.) 


المبرهنة التالية توضح لنا كيف انه بالامكان معرفة التحويل الخطي بمجرد 
معرفة قيمته عل عناصر اي قاعدة كانت . 


11٤ 


مبرهنة (2.1.2) : 
اذا كان ۷ فضاء متجهات منتبی البعد وکانت ,۸۵ ,... ,هر قاعدة الى 
۷ فانه لاي مجموعةل ر8 ,... ,€8 متكونة من 9 من التجهات العشوائية في ۷ . 
یوجد تحویل خطي وحید ۷۷ 1:۷ یحقق : 
T(A) > B,, ..., 10۵0 B,‏ 
ولاي اعداد قياسية ڕ×,...و,× يكون : 


رظي + ... + رظب درية:؟ +... + T(xA,‏ 


البرهان : 
سنبرهن اولاً بأنه يوجد تحويل خطي ۷ + 1:۷ یحقق الشرطين اعلاہ . 
هذا الغرض تأخذ ۸۷ اي متجه . بما ان ا جحموعة يلل ,... ,هگ تکون قاعدة 
الى ۷ بالفرض . آذن توجد اعداد قياسية وحيدة ,× ,... ,× بحیث 
A=x,A, + ...+ <A,‏ 
لو وضعنا ری + ... + T(A) = xB,‏ ¢ 
لنكون قد عرفنا دالة ۷ ٭- 1:۷ ولغرض التحقق من ان الدالة اعلاه تكون تحويلاً 
خطيا ناخذ € ,ھ اي متجهة في 7 ولنفرض ان بيه +... + ,گرد = 
رھ +... + ,هرز =€ بذلك يكون : 
(x, + ۷۸( A,‏ + ...جره( + ,0 عن دم 
ومن تعریف الدالة 7 اعلاه نحصل على : 
رھ )"¥+ ,( ... + رط (x, +y,)‏ = +10۸ 
xB, + YB,‏ +... + بط xB,‏ = 
بط + ...+ (xB, +... + x,B,) + (,B,‏ = 
T(A) + 1)0(‏ = 
لیکن الان ٣‏ اي عدد قياسي 
اذن : رم( ... + TA = (rx) A,‏ 


وعليه يكون 
ر8 T(rA) = (rx) B, + ... + (rx)‏ 
r(x,B, + ...+ xB”)‏ = 
rT (A)‏ = 
بهذا نكون قد برهنا على ان الدالة 7 اعلاه تكون تحويلاً حطياً حققاً 
الشروط المذكورة . مثل هذا التحویل یکون وحیدا لانه لو كان ۷۷ مہ 5:۷ اي 
تحويلاً وا محققاً للشروط . 
B,, ...., S(A,) = 8‏ = ریہ 
ند 
x,A,) = x, S(A + ... + x,S(A,)‏ + ... + بش۹0 
xB, + ... + xB,‏ = 
وبلتالي يحقق 8 الشرط الثاني ويكون مساوباً الى 7 . 
وھ ۲۶ 
الثال التالي يوضح ماجاء في البرهنة اعلاہ . 


مثال (7) : 

اعتبر الجموعة(2,7) ره ,(1,0) = ,۸ قاعدة الى ۸. ثم جد 
تحويلاً عطاً P,(R)‏ ب T:R?‏ 8 
ر3حر+1۔ = T(A,) = 1+, T(A,)‏ 


و 


ا حل: المطلوب ایجاد (7)4 لاي متجه 82 6 (,2) ۰۸ ناول اولاً ايجاد اعداد 
قياسية × ,× حقق 
يفره + ,۸ A=‏ 
اي ان المطلوب حل المعادلة 
(2,7)ر + (a,b)  <,)1,0(‏ 
(ر×7 ,2 +66 د ` 


بهذا حصل على معادلتين : 
Xx + 25 < a :‏ 


7x =b 


وا لحل يكون 
Xı = 8-)26/7( ,× 7‏ 
لان نعرف (۸)ر۴ + 1:8 بالصيغة التالية : 
T(A) = T(a,b)= x, (1 +x) + xر(-1 + x-3x?)‏ 
(×3۔ر+ 1-) (a-2b/7) (1 +x) + (b/7)‏ = 
(a-3b/7) + (a-b/7) x+ (-3b/7) x‏ = 


ملاحظة : 

المبرهنة (2.1.2) توضح ان التحويلات الخطية. ليست دوالاً عادية 
وکذلك فان قواعد فضاءات التجهات ليست مجموعات جزئية عادية . فمجرد 
معرفتنا لقم التحویل ا خطی على عناصر القاعدة نکون قد حددنا التحویل الخطي 
وعرفنا قيمته على جمیع عناصر الفضاء . 


مثال (8) : 
هل يوجد تحویل خطي واحد فقط 23 1:82 یحقق 
(0,3,0) < (1)1,2" 


الحل : نلاحظ هنا ان المعروف فقط قيمة 1 على متجه واحد وهو (1,2) وما ان 
اجموعة(1,2)) لاتصلح بن تكون قاعدة الى ۸ فعليه نتوقع وجود اكثر من تحويل 
واحد . 
الان اذا کان ۲ تحويلاً خطياً بحيث  )0,3,0(‏ (7)1,2 فان 
xT(1,2)‏ ((۲0)1,2 = 1,2 
(0,3×,0) = (0,3,0) = 


۱۱۷ 


هذا يعني اننا سنعرف قم 7 على جميع التجهات ذات الصيغة (5,25) فمثلاً المتجه 
(2,3) لايكون بالصيغة اعلاه وبالتالي لانعرف اين يرسله ۲ لکن لو اعطينا اي قيمة 
الى (1)2,3 مثل 
(1:1,0) = (2,3)] 
لاصبح بالامکان معرفة (1)2,0 لاي متجه (0,) من 2 وذلك کا في المثال (7) . 
هذا يعني وجود تحوپلات كثيرة ترسل التجه (1,2) الى التجه (0,3,0) لکنها تختلف 
بكيفية ارسالها للمتجهات ذات الصيغة (2:0) حیث ۱22 . 
الان نعرف جمع التحویلات الخطية وضربها باعداد قياسية . 
تعریف : 
لأي فضاني متجهات ۷ و ۷ على الحقل ۴ نفسهء أي تحويلين 
خطیین ۷۷ <> :5,7 يكن تعریف دالة . 
۷ ۔ ۷:] +54 
بالصيغة 
(S+T) (A) = S(A) + T (A)‏ 
كذلك فإنه لأي عدد قيامي ۲C۴‏ يمكن تعريف دالة 
۷ جم ۲:۷ 
بالصيغة ۱ 
(rT) (A) = ۲٢)‏ 


مثال (9) : 
اذا كان ۸۶ حل 5,1:22 تحويلين خطیین معرفین بالصيغتين : 


SKY) = ),2۷( , 1),( = )۲,۵(‏ . 
فجد الدوال التالية : 


28:7 5+5 1 5۔ 3 25 


1۸ 


الحل : من التعريف اعلاه ينتج 

)23(,( = 2 S(x,y) = (2x,4y) 
)-51( (x,y) = )-5( 1 (x,y) = (-5Sy,0) 
(28-5) (x,y) = 256 + )-51( (x,y) 

= (2x,4y) + (5y,0) 

= )2×-5y,4y( 
(S+D روہ‎ = S(x,y) + T(x,Y) 

= )x,2y( + )y,0( = 0+ y,2y( 


مبرهنة (2.1.3) : 


لأي تحويلين خطبین ۷ - 5,7:۷ ولأي عدد قياسي ٣‏ تكون كل من 
الدالتین 5+۲ ۲۲ تحویلا خطيا 


: البرهان‎ 
: نأخذ 8 , ۸ اي متجهین في ۷ ونحسب کا يلي‎ 
(S+T) (A+B) = S(A +B) + T(A +B) 
= S(A) + S(B) + T(A) + T(B) 
= S(A) + T(A) + S(B) + T(B) 
= )5 + 1( (A) + (S+T) (B) 
يكون‎ Xx ولأي عدد قياسي‎ 
)5 + 5 (xA) = S(xA) + T(xA) 
=x S(A) +x T(A) 
(ھ)ج)×>‎ + ۲0۵( 
= x((S + T) (A)) 7 
. بذلك تكون الدالة ۲ +5 تويلا خطیا‎ 
. بالنسبة الى ۲۲ فإن البرهان ماثل ونتركه كتمرين‎ 


E) 


۱۹ 


مبرهنة (2.1.4) . 
التحويلات الخطية من ۷ الى ۷ والتي يرمز ها بالرمز 1)۷,W(‏ تکون فضاء 
متجهات على ا حقل ۴ . 
البرهان : 

المرهنة (2.1.3) تفید بأنه بالامکان تعریف جمع التحویلات الخطية 
وضربها بأعداد قياسية وبالنسبة طاتین العمليتين تتحق يع الشروط المذكورة فی البند 
الاول حول تعریف فضاء المتجهات ونترك التفاصيل للطالب. 

(و.ه.م) 


- مثال (10) : 

اذا كان ۷ فضاء متعددات الحدود ب × من اي درجة وذات المعاملات - 
من اي حقل ۴ فإن ۷ یکون فضاء متجهات على ا حقل ۴ . 
لتكن ۷ حك 8:۷ دالة معرفة بالصيغة : 

( مشقة )5), و۳ -(50۳6۵ 
و ۷ 1:۷ دالة معرفة بالصيغة : 
T(P(x)) = x P(X)‏ 

فبرهن على ان كل من 1,5 يكون تحويلاً خطياً. ثم جد 
(× + عر - 5)2 , 27 - +106 


5200 + q(%)= )005( + q(x) : الحل‎ 
= (+ q(x) = 3)000(+ s(a() 
S(rp(x)) = مه درم( ء)‎ = rS(p(x)) 

عليه يكون 5 تحويلاً خطياً . 
q(x)) = x(P(x) + q(x))‏ + 10۳00 


= لوطع‎ + xq(x)= T(P(X)) + 1)000(( 

T(rp(x)) = x(rp(x) = r(xp(%)) 

= rT(P(%)) 

عليه کر قري کا اا والان 

x) = (2-x + x)‏ + ع-5)2 

= 1۔‎ + 3¥ 
T(x + x?-2x3) = x(x + x2-2x5( 

کر + 2× = 


مارین (2.1) 


1 - اي من الدوال التالية يكون تحويلاً خطيا . 

.T(x,y) = (x-2y, 3y) 1:8 — R? رام‎ 

. T(x) = (x, xy) ۲:82 مب‎ R7 رب‎ 

.T() = (x,2x,0) مس لک‎ FR? (+) 

.T(a+ bx) = (2a,b +1) «T:P,(R) مب‎ RP? (5) 

3 مت (۸) 1( ط0 -ع)۔ے‎ RR? (a) 
۷ /ٍ 
۳ 





2 - برهن على ان كل من اندوال التالية تکون تحویلا خطيا . 
2 أ ( ی 2 0 (رعلہ مو2- ر2 (Î,‏ > (و2,ر2) 1 . 
)ب( P,(R)‏ مہ 1:22 T(a,b) = a-bx + (a + b)x?‏ . 
(ج) .T(xyy,Z) = x+2y-Z 1]: RÎ eR‏ 
_ ۹ 
)د( M,(R) — P,(R)‏ :7۰ء T: = a+ (2b-c)x‏ 
۹ ۰ 


اھ 


3ه اذا کان 83 مه 132 :1 تحویلا خحطياً معرفاً بالصيغة 
(x+y, X-¥, 22(‏ = (ا,) 1 


۲۱ 


و 87 مس 22 :5 تحويلاً خطياً معرفاً بالصيغة 
S(x,y) = (0,0,2x + 3y)‏ 

فجد کل ما يل : 

.T-S, 2T +35, 2T + 5 


4 جد التحويل الخطي 24 ب 1:02 الذي يحقق 
(0,0,1,0) = (1,0 + 10 ,)1,1,1,1( ج (2,0)]' 
(0,0,0,0) > (1)0,1 ,(1,0-,0,1) = (21-,1)0" 
حيث ان 2© هو فضاء متجهات على حقل 8 . 
5 جد تحويلين خطيين مختلفين 18 مہ 12:82 ,1 يحققان 
(2,4,0) = (5-,1)ر1 = (5-,1) 1 . 
6 اذا كانت 82 :مہ 1:8 دالة تحقق 
(1,2۔) = f(1,1,0) = (2,3), f(1,0,1)‏ 
(1,3) = (1)2,1,1» فهل يمكن ل ۴ ان تكون تحويلاً خطياً؟ . 
7 4 َه« 74 
( أ ) اعتبر "© فضاء متجهات على الحقل © ثم جد تحویلا خطيا © ہ٥‏ 
يحقق (0,1+1) =(1)0,3 )i,1-1(,‏ = (1,0-)1. 
(ب) اعتبر ”© فضاء جات غل اتی د ا 
lz‏ © مہ CO‏ :5 
(i, 1-D, 5)0,3(- )0,1+(‏ = (51,0. „ 
( ج) برهن على وجود تحويل حطي واحد فقط في ( أ ) واكثر من واحد في 
(ب) . 
8 - لیکن ۷ + 1:۷ تحويلاً خطياً ولتکن [,4۵,,...,۸۵ مجموعة متجهات 
في ۷ . اذا كانت ,70۸ ,... ,10۸ مجموعة مستقلة خطياً من 
التجهات فی ۷ فبرهن على ان المجموعة ۸,7 ,... ,رل4] تكون ایضا 


۲ 


9 اذا كان 8 حل ۷ :ر٦‏ و٦‏ تحويلين خطيين على فضاء متجهات ۷ عل 
الحقل R‏ فبرهن على ان الدالة 
S:V — R‏ 
المعرفة بالصيغة 
S(A) = (T;(A), 0, T,(A))‏ 
20 ۶ 
(أ) لیکن 1 ج 1:1 تحویلا خطيا . برهن على وجود عدد ] يعتمد عل 
آ بحيث 15 = ()۲ لجميع قم 6 . 
(ب) اذا کان ۴ ٭- 1:8 تحویلا حطیا بحیث 2- = (1)5 فإحسب 


. T3) 


(Rank and NulIity) الرتبة والصفرية‎ )2.2( 


تعريف : 
لأي تحویل خطي ۷ +- 7:۷ بين فضاتی متجهات» يمكن تعريف 
مايل : 
1 صورة 1(1 0۶ 386م:]) وم ها بالرمز 1007 وتعرف کالاتی : 
Bew: B= T(A), ۷ 1‏ ]- )صا 
2 نواة 1 (1 01 )kerne1‏ ویرمز ھا بالرمز 1671 وتعرف كالاني : 
KerT = {A 6۷: T(A)=O 7‏ 
لاحظ أن 1۳۲6۱ و .KerTCV‏ 


۱۳۳ 


مثال (1): 
اذا كان 87 ع 7:83 تحويلاً خطيا معرفا بالصيغة : 
(x + 2۷,0,37(‏ < (۷:۱۷,:7۸) ]1 


فجد المجموعات الحرئية ]6۲ , ]11 


الحل : لاتجاد ۰1667 شحاول حل العادلة (0,0,0) = (2,ا,)] التي بدورها تعصي 
ثلاث معادلات 
XxX + 2۷ < 0‏ 
0-0 
32-0 
عندئذ یکون : 2۷- =× و 2-0 حاه ا بلغا دت عبت مکن وصف ]۱0۲ 
کالانی : 
2-01 ,1۷ ۷ و 2۷- KerT = {(,y,2): x=‏ 
اما بالنسبة الى 10۲ فإننا نبحث عن جميع المتجهات 617 (8,6,0) =8 التي 
تحقق : 8 = (۷2,×) اي ان ۱ 
x+2y =a‏ 
0-6 
© < 32 
نلاحظ هنا بأن 90 اما بالنسبة الى 6,2 فلا یوجد شط بحدد قیمهما ولا توجد 
علاقة تربطهما » وبالتالي يمكن وصف 1۳1 کالانی : 
(a,b,c): a=a, b=o, c=c}‏ = 1۳11 
وببذا نلاحظ ان (©,8,0) = (8,0,۲/3)آء اي انه لاي متجه 
ImT‏ 3,0,06) يوجد 17 € (3/ء,8,0) قق (2,0,0) = (1)2,0,6/3 . 
مبرهنة (2.2.1) : 
لأ تحویل حطي ۷ - 7:۷ . یکون لدينا 


۱۲ 





1 
2 


البرهان : 


1 


2 نے 


. ۷ فضاء جزيي من‎ ٦ 
. ۷ فضاء جزثي من‎ 7 


لبهنة ان 166۲۲ هو فضاء جزنیء يجب ان نبهن انه مغلق بالنسبة 
للجمع والضرب في اعداد قياسية . ناخذ ,۵,ر۸۵ متجهين فی 5671 و 1 
اي عدد قياسي . فيكون 

T(A, + A) = 16۵( + T(A)) 

0+0=0 = 
اذن ]616۲ 8 + A‏ اي 
0< ۲.۵0 = ۲۲۵۸۸ = (,16۸ 

اي ان ,۲۵۸ في ]16۲ . 
نأخذ الان ر8,,8 في 11 و ۶ اي عدد قياسي. لبهنة ان 1۳17 هو 
فضاء جزيي من ۰۷۷ يجب البرهنة على ان ر8 + ,8 في 1۳971 و ,۲8 في 
7 اي اننا يجب ان نجد متجهين 4 , 0 في ۷ يحققان 
T(A) =B, +B,‏ و ,۲8 )1 . 
حيث ان ر8,,8 في 1۳1 فیوجد متجهان ۸,4 فی ۷ بحيث یکون 
,8 =( 1)4 ,رظ = (یھ)7. نعتبر الان يذ +2۸ 4۸ ر ,6-1۸ 


فیکون 
+B,‏ رظ < ۲۸۵+ T(A) = 10۵,+ ۸۵ < T(A)‏ 
وايضاً 
=rB,‏ (ره)1: >( 7)4 T(C)=‏ 
اي ان ]61۳ ,۲8 . 
هذا يعني ان كل من 16677 , 1:07 يكون فضاءاً جزئياً . 


رو ها .م) 





على ضوء المبرهنة اعلاہ نقدم التعریف الانی : 


تعريف : 
بصفرية ۲ (1 0۶ «اذ1[() نقصد بعد الفضاء الجری 16677 اي (1667۲) نف 
ويرتبة ‏ (1 04 1320) نقصد بعد الفضاء الحزني 1017ء اي )٥7(‏ هن . 


متال (2) : 


جد صفرية ورتبة التحویل الخطي 1 العرف في الثال (8) . 


الحل: من الثال (8) نلاحظ ان 
[2-0 ولا <ل8 KerT =f (x,y,2): ×= -2y,‏ 
c=c 1‏ ,0 < 0 ره < 2 :(0,طبع)- InT‏ 
عندئذ تکون المجموعة [(2,1,0-) -5 قاعدة الى 16677 والمجموعة 
[(0,0,1) , (1,0,0)- ۴1 قاعدة الى 1007ء وبالتالي یکون : ۱ 
dim(KerT) =1, dim (ImT) =2‏ 
اي ان صفرية 1= 21 رتبة =2 . 
المبرهنة ادناه تعتبر من البرهنات المهمة في موضوع الجبر الخطي وهي تربط بعد 
محال التحويل الخطي بأبعاد نواته وصورته . 


مبرهنة (2.2.2) : 
اذا كان ۷ هس 1:۷ تحويلاً خطياً فان رتبة + صفرية 1= بعد ۷ . 
dim ۷ = dim(KerT) + dim(ImT)‏ 
البرهان : 
لنفرض ان 0 ۷ )Ker۲( = k, di۹‏ صرفل . با ان 16677 فضاءاً جزئياً 
من ۷ فعليه يكون ۸ك .K‏ نأخذ قاعدة مھ ,... ,ره] ال 16671 وحسب 


۱۳۹ 


مبرهنة (1.8.5) فانه توجد متجهات إال,.... ريك بحيث ان ا جموعة 
ھ٠‏ 4 يى....ررة] تکون قاعدة الى ۷. لنظر الى اجموعة 
[(,7)۸- س2 .... (A,‏ = رظ) المتكونة من 2-1 من المتجهات في ۷ . 
۰ هذه المجموعة تكون مجموعة مولدة الى الفضاء ال زی 1107 وذلك لانه لو اخذنا 
7ء لوجد متجه 6۷ ۸ میت 8-(1)4. بما ان المجموعة 
٠٠٠:‏ بهم 4...١‏ قاعدة الى ۷ والنجه 6۷ ۸ فعلیه يمكن كتابة ۸ 
کترکیب خطي بالصيغة : 
رشہۃ ۳۰۰۰۳ A = x(A, + ...+ <A +X‏ 
عندئذ يكون : 
xXT(AJ+ Xx, TA) +...+‏ +...+ (هآ< B= T(A)=‏ 
x, T(A,)‏ 
x, By‏ +...+ رق را( ... +0. ري = 
یک + ...+ رق اا = 
المتجهات »,8 ,... ,,8» اي بمعنى ان المجموعة ,8 ,... و18 تكون مجموعة 
مولدة الى 1007 . بالاضافة الى ماتقدم فإن المجموعةؤر, ,8 ,...,,8] يجب ان تكون 
مجموعة مستقلة خطیاً . ولرژية ذلك اح ركا خطيا مساوياً للصفر لتجهات تلك تلك 
الجموعة مثل : 
YB, + ...+ Yq. 80‏ 
وعند التعويض تحصل على 
T(A,) = O‏ + ...+ (ررية)1 ,ا 
اي ان 
TOA, +... + Yg. A,)= o‏ 
وهذا يعني ان التجه 6167۲ ول _رلا + ... + , ,4ل وبالتالی يمكن 
كتابته كتركيب خطي من المتجهات ,۸ ,... ,لل التي تكون قاعدة الى 6۲ اي 


ان : 


۱۳۷ 


بشلا + ... +ہشر× = وھ +۰+ ار ں۷۵۸ 


المعادلة اعلاه عک. ان تکتب بالصيغة 


۳ مه 


0 ےح A‏ ۔ 


k+1 7 ٠٠ہ کک‎ 8 


وهذا کیا خطیا ایا للصفر محموعة متجهات مستقلة خطياء وعلیه فان 


XA, + ... + XA, - YA 


=O‏ ررلاه.-0:۰ = =0,...9X =0, YJ‏ رک 

وعليه تكون المجحموعة ,8...8 مستقلة خطياً وما انها مولدة الى :1 فتكون 

قاعدة له. وبما ان عدد المتجهات في تلك القاعدة يساوي 2-1 نستنتج على ان 
dim(ImT) = ۷‏ . 


وهذا يكمل البرهان ٠‏ 


(و. هھ .م) 


مغال (3) : 


جد رتبة و صفرية. التحويل الخطي ”۸ ٭- 1:8 العرف بالصيغة 
(2,) = (10,۷,2 


الحل : التحویل اعلاه یکون دالة شاملة وعلیه فان ۸ = 1"1 اذن رتبة 1 = 2 
وبتطبیق المبرهنة (2.2.2) نحصل على 
dim(KerT) = 3-dim (ImT)‏ 


3:21 < 
مثال (4) : 
يرهن عل ان اي تحویل شأمل 85 حت 1185 ےب ان ایکون متبایتا. 
البرهان : 
با ان ۲" شامل . اذن "8 = 1۳7 وعلیه تکون رتبة 1 مساوية الى 1 . 
بتطبیق مبرهنة (2.2.2) نحصل على ان 


۱۳۸ 


dim (KerT) = n-n= o 
: هذا يعني ان[ 0= 1667۲ . الان لو كان (7)8 = (ھ)7 فان‎ 
T (A - (ظ‎ < O 
۸ =8 وھد يعني ان 616677 ۸-8 . اي ان 0= ۸-8 وبالتالي فان‎ 
. إذن 1 متباين‎ 
. جزء من فكرة المثال اعلاه عبارة عن نتيجة هامة لابد من تدوينها‎ 


مبرهنة (2.2.3) : 
اذا كان ۷۷ حب ۲:۷ تحويلاً خطیاً فان : 
( أ ) 1 متباين اذا وفقط اذل 1-10 Ker‏ . 
(ب) 1 شامل اذا وفقط اذا ۷۷ = ]11۲ . 


(و. ه .م) 


البرهان : 


(أ) مبرهن في مثال (4) و (ب) نتيجة مباشرة للتعاریف . 


مثال (5) : 
جد تحويلاً خطياً 8 ح 1:8 بحيث ان المجموعة ,(1,0-,1) = ,1۸4 
](2,0,1) = یھ تكون قاعدة لنواته . 
اخل : التحويل المطلوب يجب ان قق : 
T(A)J= T(1,-1,0) = )0,0(‏ 
T(A,) = T(2,0,1) = (0,0)‏ 


المبرهنة (2.1.2) تضمن لنا ايماد التحويل بعد معرفتنا لقيمه على عناصر اي قاعدة 
كانت . لنأخذ التجه (0,0,1) = بل ونلاحظ ان المجموعة 





1۸, - ۰ -1,0(, A= )2,0,1(, A= (0,0,1) 


تكون قاعدة الى 83 . " لنرسل امتجه پ۸ بواسصة 1 الى أي ي متجه غير صفري في R?‏ 


اک 
ويخ 


T(A;= T(0,0,1) =(1,-1)‏ 
( عند وضع (0,0) ,30۸ فإن وھ سوف ينتمي الى 16677 وبذلك يكون 
Kef = ۶‏ والتحويل '1: لن یکون التحويل المطلوب ). 
الان اذا كان 
ہی + 0۵ + ,2۸ - (2,/ا38) 
فإن 
aT(A,) + bT(A,) + cT(A;)‏ = (۲0:۷,2۶ 
a(0,0) + b(0,0) + c(1,-1)‏ 
c)1,-1(‏ 


| 


اذن الطلوب اناد » . المعادلة 
ہہ + =aA, + bA,‏ (۷2,×) 
تؤدي الى ۱ 
-a, b +c)‏ ,26+ 2) ع (۷,2:,) 


ادن 
x‏ < 20 + 2 


۷ = ۵- 
۰ 2 > © ظط 


حل هذه العادلات يودي الى 
ور(+یں (01/0)-ع دم , ( +6 (0=)1⁄2 ,ل- دج 
اذن 
c(1,-1)‏ > (1]),۷,2 
(2 2 (1/2) +× (1⁄2) ,نا (1⁄2) -× (1/2)-2) = 


والان الطالب مدعو لتحقيق ان نواة '1 شا القاعدة المعطاة . 


مثال (6) : 


جد ریا حطیاً 85 مس 8 بت أن اع ,(1,1,0)- 28 
((2,1,3) = ر8 تکون قاعدة لصورته . 


الحل : لو راحعنا اثبات البرهنة (2.2.2) مع ماتنص عليه المبرهنة (2.1.2) لوجدنا ان 
الحل یکمن بإختيار قاعدة الى ٭8 وارسال متجهين منها بواسطة 7 الى المتجهين 
المعطيين ر8 ,ر8 وارسال الثالث الى متجه يعتمد خطياً على ر8 ,,8 يليكن التجه 
الصفري (0,0,0) = 8 . 
لب عذ 
S= {A, = (1,0,0), A,= (0,1,0), A,= 00:08 ۰‏ 
القاعدة الطبيعية الى 8 . وليكن ١‏ التحويل الخطي الذي قق 
)1,1,0( = رظ ع T(A,) =T(1,0,0)‏ 
(2,1,3۔) = رط T(A,= T(0,1,0)=‏ 
T(A"J = T(0,0,1)= B, = (0,0,0)‏ 
لیکن (۷,2,×) = ۸ اي متجه في 8 . اذن 
ZA,‏ + يرذلا + A= (x,¥,Z) =XA,‏ 
ادن 
و28 + (A)= xB, + yB,‏ 1 
( راجع إثبات المبرهنة (2.1.2) . بالتعويض نحصل على 
T(A) = x (1,1,0) + y(-2,1,3) + z(0,0;0)‏ 
)3¥ ,لا +۲۰ (X-2y,‏ = 
اذن 
T(x,y,2)= (x-2y, x+y, 3y)‏ 


۲۳۱ 


تمارين (2.2) 
1 جد قاعدة الى 166۲۲ و قاعدة الى 1011 نی کا ل مما يل : 
دا ) )2+ (2x, y‏ > مع ری)تر ۲ مب تریح 
(ب) ,220-18 ,۲0۵ وی — (۲,/۵:]. 
( اعتبر © ,(/6) ,۴ فضائين على الحقل © ) 
(x,2x,3X) (>)‏ <(,:10 و مب .T:R‏ 
ری (22+ ¥ J = )»-W,‏ ( رب هام رون ۱۱:] 
/ 


2 ل حك صش يه تة هه التى رالات ف ريه (1). 
للا رف E‏ ا 2 


ERR‏ مس لت 
T(x,y,2)= E S(x,y,Z)= )×,2×(‏ 
فجد رتبة وصفرية کل من التحويلات التالية : 
.T,S, 2T + 5, 5-5‏ 
4 اذا كان ۷ فضاء متجهات منتبي البعد وعلى الحقل ۴ وكان ۷ مت 1:۷ 
تحویلا خا میا فبرهن مل ان ۲ یب ان یکون شاملا  .‏ ارشاد : 
و المبرهنتين (2.2.3) , (2.2.2)), 
عاذ كان )رط PR‏ و عط درا امه 
(«۳6 = ((1)00 فجد رتبة وصفرية ۲ . 
6 س جد رتبة وصفرية التحويل الخطي 1:21 الذي يحقق 
.T(1,-2(= )- 3,0٠ 1)1,1( = (2,3)‏ 
7 لیکن ۷۷ مب 1:۷ تحویلا خطياً وليكن 6۷۷ 8ء €۷ ,۸ متجھا يحقق 
8 -(,1)4 . برهن على ان اي حل للمعادلة 8 - 0 سر ان یکرت 
بالصيغة © + ,لح = × لمتجه ما 0616۳۲ . 
8 لیکن M,)R(‏ فضاء المصفوفات 0×0 على حقل الاعداد الحقيقية ۸ . 
لتكن (8) 81 ٭- M1,)8(‏ :1 دالة معرفة بالصيغة 


T(A) = )4- 02هم‎ 


۱۳۳ 


حيث الى تساوي مده رة المصفوفة  05p04€(‏ 1۲2( 
و 7ج راص 2 
TET‏ را توا 
) ( برهن رک ۳ و ی 
(ب) صف ]6۲ وجد بعده . 


9 اذا كانت (م),۸14 حل M,)8(‏ :5 دالة معرفة بالصيغة 


2م + S(A) = (A‏ 
فرهن على ان 5 تكون تحويلاً خحطياً ثم برهن على ان 
ImS = Ker T‏ 

حيث ٣‏ هو التحويل الخطى ا معرف تھرین )8( 


1 2 
1: M,(R) - M,(R) رل 1 = ۷ ولیک.‎ _ 10 


T(A)= AM - MA 
. )166۲ 1( 1 جد قاعدة الى نواة‎ 
س جد تحوبلاً خطياً "18 م 7:8 حيث ان صورة 7 (17) تتولد من قبل‎ 11 
. 3 = )1,0,2,-3(, 8, = )-1,1,0,0( التجهین‎ 
جد محولا خطیاً 80 مت (۲:۸4,)8 غیت ان انحموعة‎ 2 


]| ب۸ ١‏ =5 تکون قاعدة لنواته . 





3 اعتبر * © فضاء متجهات على الحقل 18 ثم جد تحويلاً خطياً 
(8)رط جہ 1:02 بحيث ان المجموعةآ(1-,0) = ر۸ ,(1:) = ,14 - 5 
تكون قاعدة لنواته وانحموعة ج ×2- حديظ ,+ 1 18,2 H=‏ تكون 
قاعدة لصورته . 


Inverse transformations التحويلات النظيرة‎ )2.3( 


سندرس في هذا البند تركيب التحويلات الخطية والتي سنعتمد عليها في 
تعريف التحویلات النظيرة . ستؤدي هذه الدراسة الى معرفة خصائص اضافية 


۱۳۳ 





للتحویلات الخطية وكذلك تودي الى تصنیف فضاءات المتجهات . 


تعریف : 
۰ اذا كان کل من ۷ ۷۷ فضاء متجهات على الحقل «F‏ واذا کان کل 
من ۷ مب 'تا:گ ۷ مس 1:۷ تحويلاً خطيا . فإنه بالامكان تعريف دالة : 
۷ مب 0:1 7 “الصيغة 0ه ToS(A) = T(S(A))‏ 


هذه الدالة تسمى ترکیب الدالتين 7,8 (1 ,5 0۶ 051]108م0023) . 


مثال (1): 


جد تركيب الدالتين 80 حل 9:72 2 مم 1:83 المعرفتين بالصيغتين 
(2۶,۷,0) = (۹)۷,۷ ,2 + ۱-۷ (۷,2,×)۔ 


الحل : الترکیب 105 یکمن دالة من 7 الى 1 معرفة بالصيغة 


ToS (x,y)= T(S(x,y)) 


= T (2x, ¥, 0) 
= )2x( - )۲( + )0( 
= 2-۷ 


ملاحظطۂة : 

في الخال اعلا الترکیب 507 لايكون معرفاً وذلث لان المجال المقابل 
للدالة 7 لايساوي مجال الدالة 5 . 
مبرهنة (2.3.1) : 


اي لین ین ۷ س صصق کب 
37+ [] : 105 'یضا خويلا تا 


۱۳۶ 


البرهان : 
لنأحذ رك ,رھ اي متجهين في ں,٢‏ اي عدد قیاسی » فیک ن لدینا: 
(رھ + ToS(A, + A,) = T (S(A,‏ 
T(S(A,) + S(A)))‏ = 
T(S(A;)) + T(S(A)))‏ = 
ToS(A,) + ToS(A,)‏ = 
كذلك يكون لدينا 
ToS(rA,) = T (S(rA,)) = T (rS(A;))‏ 
rT(S (A) =r ToS(A;)‏ = 
بذلك تکون الدالة 105 تحويلاً خطياً . 


لقد ذكرنا في مثال (4) من البند (2.1) ان الدالة المحايدة على فضاء 
4 تکون تحویلا خطیا عل ذلك الفضاء . سوف بر مز تتلای الدالة برمز حاص 
التعريف التالی : 


تعريف : 

لاي فضاء متجهات 7 على حقل .F‏ التحویل ۷ ج ۱:۷ العرف 
بالصيغة : ۸ >(ھ) لآ لجميع التجهات ۰۸۷ یسمی بالتحویل ا حاید على 
۷ دہ (Identity transformation‏ . 


تعریف : 
اذا كان كل من ۷ مت ۲:۷ ۷ مہ 5:۷۷ تحویلا خطياً فنعرف 
النظير الايمن والایسر کا يأتي : 
(أ)اذا کان ,1 = 501 فان 5 یسمی نظیر ایسر الى 7 . 
(left inverse)‏ 


۱۳۰ 


(ب) اذا كان ,1 = 105 فان 5 یسمی نظير ايمن الى ۲ . 
(right inverse)‏ 


ملاحظة : 
اذا كان 5 نظیاً يسارياً الى '7 فإن 7 يكون نظیاً بمينياً الى 8 كذلك فإنه اذا كان 5 
اعت إل ]قن ۲ يكون نظو نايا إل ےگ 


مثال (2) : 
اذا كان 23 !1:8 التحویل النطي العرف بالصيغة : 
ےج ,2 + (x,x‏ = (,)1 
فبرهن على ان التحویل الخطى 22 + 8:۸ العرف بالصيغة : 
(x,y-2x + 2) ۱‏ = (۹6,۷,2 
يكون نظیاً یساراً الل 7ء لکن لايكون نظيا يمينا . 


الحل: المطلوب برهانه هو ان 12 = 501, اي ان (ا,) > (۷,) 501 . 
(x,y) = S(T(x,y))= 8 (,x + 2y, x-¥)‏ 507 
)x-y((‏ + ))2 - روم + )x,)x‏ = 
(,×) = 
الان : 3 + 23 :108 یکون معرفاً بالصيغة . 
ToS(x,y,Z) = T(S(,Yy,Z)) = T(x,y-2x + 2)‏ 
)x,X + 2)y-2x + 2(, ×-)y-2× + 2((‏ = 
.)x, -3x + 2y + 22, 3×-¥-2(‏ = 
من هنا نلاحظ ان (۷,2,) و (۷,2,×) 5 اي ان تيآ ۳ 8 وبذلك 
لایکن لد ٩‏ ان يكوك نظیرا ميا : 


۱۳۹ 


تعريف : 
اذا كان كل من ۹۷ ع ۲:۷ ۷ خا وی 
ا فطل الى '1216556(1) اذا وفقط اذا كان 8 نظیاً عر 3 ا مایا الى 1 . 
ملاحظة : 
اذا كان 5 نظیاً ای '1 فان 1 يكون نظیاً الى 5 . 


مثال (3) : 
اذا كان 84 + ۳:M)8(‏ التحويل الخطي المعرف بالصيغة : 
(-b, a, )1/5(6, )1/2(0(‏ ا ®[ T‏ 
له > 







1 57 
S(K,Y,Z,W) = ۱ 
57 2۷۷ ۰ 


تک ی ان 


الحل: يجب ان نبرهن على ان 5 یکون نظيراً يسارياً وھینیاً الى ۲ . هذا يعني انه جب 
1 = 501 في 1 < ToS‏ 


۱ 
البرهنة على ان MR)‏ 


5 0 3 
۱ له 501 

ےپ فا 6 

= S(-b, 2,)1/90,)1/20( 
١ 5 ۳ 

ر 3 ۰ - 2 

= 5(1/5c) 40 
d 


۱۳۷ 


ادت رم ہا > 501 . الان نبرهن ان 14 = 501 . 


SoT(,y,Zz,w) = 5)1۲)۴,۲,۶,۷(( 





= (-(-x) , y,(1/5K52Z),(1/2)2W)) - 


(2,۷,لای) = 


'مبرهنة (2.3.1) : 


لیک .. ۷۷ مب ۳:۷ E‏ حطیا . اذا امتلث ۲ نظیا یساریا ونظیا ینب 
يحب عليما سا . اي انه ادا وجد خويلين ہپ SSW‏ تبرش 


ا كا 


: البرهان‎ 
S= 50 ىن[‎ So( ToS) 
SoS =1 0= - 5 
رر ھی‎ 


تعریف : 
۱ بسمی ٠‏ التحويل ہی WNW‏ هت .1:۹۷۰ و غير معتلا - (NON‏ 
e Singular)‏ نش 3 ۲۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۰۸۱۸ !ذ مدع اذا وجد حویاه خصيا 
۷مہ 8:۷۸۷ جحقز: 1 جاده . 1 وهآ عندئد لکشت 82۲۰ 
ونسمیه نظیر ۲ ۱ 


مرن )1 .3.3( یو و گے نظير دحاك فقط ان وجد ۳ 


۱۳۸ 


ا 1 
اذا وجد تشاكل ۷۷:+- 1:۷ بین الفضاءين ۷ , ۷۷ فنقول بأن الفضاء 


۷ يشاكل الفضاء is isomorphic toW) . W‏ ۷) . , 
تفيدنا 5 انشاء التشاكلات ؛ وی تحقیق بعضص ماسندعيه 2 الامثلة . 
مبرهنة (2.3.2) : 


لیکن ۷ م 1:۷ تحوبلاً خطياً . اذا وجدت دالة ۷ ج۷ :8 تحقق : 
پ1 -501 و ,1 7082ء نب عا ل 5 ان تكون تحويلاً خطياً. 


تما 
لناحذ ر8 ,رظ اي متجهین في ۷۷ ,۲ اي عدد فياسي » الطلوب برهانه 
ان : 
S(B,)‏ + ہمد ع رر8 + S(B,‏ 
S(rB,) = rS(B,)‏ 
ضع: ۱ A,, S(B)= A‏ = (,5)8 ثم لاحظ 


B, = <(,ظ),1‎ ToS (B)= T(S(B,)= (ى)1‎ 


وبالطريقة نفسها نحصل على (1)۸2 = ر8 . وذلك لان ,1 - 108 بالفرض 
العلاقات : (/1)4 = رظ ,(ر1)4 = ر8 ,,1 = 501 تنتج مايلي : 
S(B, + B,)= S(T(A,) + T(A)))‏ 
((يث + ,ھ)۲) 5 = 
(يث + SoT (A,‏ 
A= A, +A‏ + ره) ,1 
)رS(B‏ + S(B,)‏ = 
زره S(rB;) = S(rT(A,)) = S(T(rA,) = SoT‏ 
(,5)8 - ,1.۵0-۲۸ = 


۱۳۹ 


بذلك تكون الدالة 5 تحويلاً خطياً . 
Re)‏ ۳ 
المبرهنة التالية تفیدنا في السائل العملية وتدلنا على الطريقة لایجاد النظیر 
الاين والنظیر الایسر للتحویل ا خطی بين الفضاءات النتبية البعد . 


مبرهنة (2.3.3) : 


اذا كان 18" ٭- 7:۷ تحويلاً خطياً بين الفضاءین المنتبيين البعد ۷ و 1۷ 
فان : 

(أ) يوجد الى 1 نظير این اذا وفقط اذا کان 1 شاملا . 

(ب) يوجد الى '1 نظير ایسر اذا وفقط اذا كان 1 متبايناً . 


البرهان : 

(أ) لنفرض ان ۷ مسم8۷۷ نظير ايمن الى '1. عندئذ يكون لدینا 
ج1521 کب ان نبرهن عل ان 1 یکرت تحویلا شاملا . ذا الغرض نا 
۷ اي متجه ونضع (5)8 = ۸ ونلاحظ ان : 

T(A)= T(S(B)) = ToS(B) = 1,(B)= 8 

اذن يكون ۲ تحويلاً شاملاً . على العکس لنفرض ان ۷W‏ ۳:۷ تحویلاً 
شاملا . يجب علینا ايجاد تحویل خطي ۷ + ۷ خقق ,1 < 109 . 

لیکن 45۷۷۰2۰ ,ص <(۷)صطنه . با ان ۲ تحويل شاملء اذن : 
aiaykl.dim([mT) = dimW =n‏ )2.2.2( تنتج ان : 

dim(KerT) = dim(V) - dim(ImT) = m-n 
وعليه نأخذ قاعدة الى 1677 ولتكن ّي يله ,... ,4 ونوسعها الى قاعدة و‎ 
۷ الى‎ 4A4, 0000 وہہ ورظ ورك‎ 8,1 
تکون قاعدة الى‎ ٤, ..., ٥, ضع : (,1)8' = ,0 ,... ,(1)8 = ,0 وللاحظ ان‎ 
راجع اثبات المبرهنة (2.2.2). نعرف الان التحویل الخطي‎ ( ۷۷ 2 7 
عل عناصر القاعدة ومن ثم نعرف قيمته عل اي متجه فی ۲)۷ فی‎ - 1 


۱۶۰ 





مبرهنة (2.1.2) . 
S(C)= B,‏ ...۰ ظ S(C)=‏ 
ولأي متجه 6۱۷ 8 نکتب B=yC+...+ YC‏ 
ويكون : S(B) = y,B, +...+ y,B,‏ 
والان نبرهن على ان التحويل 5 اعلاه يكون نظياً بمينياً الى ٠.7‏ لأي متجه 
YC,‏ + ...+ رن لاح 8 في ۷۷ء یکون لدینا: ۱ 
هلز + ... + ToS(B) = 1)5)8(( = T(y,B,‏ 
...+y,T(B,)‏ + ۲)0 - 
YC,‏ +... + نا اع 
8 = 
هذا يكمل برهان ( ا ) . 
عندئذ یکون : ,1 50۲ . يجب البرهنة على ان 1 یکون متبايناً . 
لنفرض ان (ر1)۸ > (,7)۸» بتطبیق 5 على الطرفین نحصل على : 
S(T(A)))‏ = ((,5)1)۸ 
SoT(A,) = SoT(A,)‏ 
(ية) ,1 -(ھ),1 
۱ يه - A,‏ 
لنفرض الان ان ۲ تحويلاً متبايناً . ولنفرض ان 8 01۳0600 رطع (۷)حتنه . 
بتطبیق البرهنة (2.2.3) نحصل على "أن 03 1667۲ وعلیه فإن المبرهنة (2.2.2) 
1 
0ع ۳-0 = dim(V) - dim (KerT)‏ = (157) صنة 
نختار قاعدة | ,۸ و ہم الى ۷ ثم نضع :. 
لية)؟ T(A), ...., B=‏ عرظ 
مجموعة التجهات ر 8,... :,8] تكون مجموعة مستقلة خطیاً وذلك لانه اذا اخذنا 
0 = ۷8+ ... + ,8ل تركيباً خطیاً مساوياً للصفر فبالتعويض نحصل على : 


۱: 


۱30۵+ ... + 7)۵,(> O 
106۸, ۔(۸ھ,+...‎ O 
هذا يعني ان 1 67 © ھل + ...+ ركلا .لكن 7 متباين وهذا يعنى ان‎ 
کا ذكرنا سابقاً . أذن‎ 6۳۲ <)0[ 
ا ۷,۸,۸0 + .... + ,ھل‎ 
لکن رك ,... ,4 مجموعة مستقلة خطيا من التخهات وذلك لکونبا قاعدة الى‎ 
اذل 0- ہے ۰ کے ولاح رل . الان و 8,..., 8 جموعة مستقلة خطيا من‎ ۷ 
W التجهات في 17. نوسعها الى قاعدة ° ,... ,© ;8 ,... ور ای‎ 
نعرف الان التحويل الخطي ۷ +- 5:۷۷ على عناصر القاعدة اعلاه وذلك‎ 
S(B)=A,, ...., SB, = A . باحذ‎ 
S(C)J=O ..., S(C,,)= © 
ولعرفة قيمة 5 على اي متجه ۳6۷۷ نک‎ 
B= xB, +... + بلا لال رق‎ +... Ym am : 
وکا في مبرهنة (2.1.2) يكون‎ 
5)8( - شير‎ + ... + XA, عرولا ...0 رلا+‎ © 
= رمع‎ + ... + ×۸ 
.501-1, یکون نظیرا یسارپا لل ۳ ای اھ‎ 5٩ الان نبرهن عل ان‎ 
لناخذ ,شی + ... + ,۸۲,۸ اي متجه في ۷. بأستخدام تعریف 5 اعلاه‎ 
SoT(A) = S(T(A)) = S(rT(A) + ... + r, T ((,ھ)‎ 
= S(r,B, +... (۸,ط,:‎ ۱ 
= رمم‎ + ... +: ۵-۸ 
. هذا يكمل برهان (ب)‎ 


CE هت‎ 


۱: 


نتبجة (2.3.4): 
اذا كان ۷ مہ 1:۷ تحويلاً خطياً بين فضاءين منتهيي البعد فإن ۳ 


يكون تحويلاً غير معتل ( تشاكل ) اذا وفقط اذا كان ۳ متبايناً ((10 - 667۲ و 
شاملاً ۷۷ -:1701) . 


البرهان : 

افرض ان ۲ تحويل غير معتل . عندئذ يوجد تحويل خطي ۷ م 5:۷۷ يحقق 
S0 = 1‏ و ,1 =۲ . العلاقة الاول تنص على ان 5 نظير ايسر وبالتالي فإن 1 
يكون متبايناً حسب المبرهنة (2.3.3) والعلاقة الثانية تنص على ان 5 نظير.ايمن الى 
1 وبالتالی فإن 7 يكون شاملا . 


على العكس اذا كان 1 متبايناً وشاملاً فإن المبرهنة (2.3.3) تنص على 

وجود نظير ايسر واخر این الى 1 وبالتاي وحسب المبرهنة (2.3.1) نستنتج على 
تساوي النظیرین وبالتالي يكون ۲ تحويلا غير معتل . 

روف 6) 


المبرهنة (2.3.3) تفيد بمعرفة وجود التحویلات النظيرة وكذلك فانبا تعطي 
الطريقة العملية لايجادها . سوف نذکر الان عدة امثلة على الافكار التي طرحناها في 


هذا البند . 
مثال (4) : 

برهن على وجود نظير این للتحویل الخطی 8 م 1:۸8 العرف 
بالصيغة : (x+y, 2x-2(‏ = (۷,2,) 1" 


الحل: اذا كان 7 شاملاً فسوف يوجد له نظير ايمن وذلك حسب مبرهنة (2.3.3) . 
نلاحظ ولا 

(1-,0) 2 + (۷)1,:0 + (1,2) × = (2ولا,) [" 
وهذا يعني ان 1007 يولد من قبل مجموعة التجهات (1-,0) , (1,0) ,(1:2)] وما 


۱:۳ 


مر 1 جح 7 خویلا کا ما 


ایجاد نظير ايمن نتبع الخطوات التى وردت فى برهان مبرهنة (2.3.3)( ') 


گے 7 353 


2 


۱ جد قاعدة الى 16۲۲ . هذا الغرض ضع 


eê ) + ۱۷,2۷-2( = )0,0(‏ 
فنحصل على انعادلتن : ۷۷۲۰0 
0 سے 2۶-7 

وا حل سيكون : 2 ےو Y= -X,‏ ,۷ < )1 با 1 < « صل على انتجه < ,۸ 


(1,2-,1) الذي يكون قاعدة الى ]16۲ . نوس هذه القاعدة الى قاعدة الى '8 
فمثلاً المجموعة  )0,1,0([‏ ,8 ,(1,0,0) = ,8 ,(1,2-,1) = ۸ ستکون قاعدة 
الى R‏ . 
ثانياً نضع : )1,2( C, = 1)8,(- T(0,1,0)=‏ 
T (B= T(0,1,0)= (1,0)‏ ديه 
والان نحاول كتابة المتجه العاه “8 ج(۷,×) كتركيب خطي من متجهات 
القاعدة ژر ,ا ی 82 . ۱ 
(x,y)= 2)1,2( + b(1,0)‏ 
(a+ 9, 2(‏ = 
فنحصل عل : b = x-(1/2)y, a= (1/2)y‏ 
والان نعرف التحويل الخنطى ۳ مب 5:82 کالانی : 
ر۴۰)1/2(۷(5×) + (,8) S(x,)= (1/2)y‏ 
(x-(1/2)y) )0,1,0(‏ + )1,0,0( 17/2(۷) = 
((1/2)y, x-(1/2)y, o)‏ = 
والان القارىء مدعو لتحقيق کون 5 نظیرا يمينياً لاتحویل ۲ . 


ملاحظة : 
رص B,,‏ پت الى R‏ . كذلك فأن اي اختيار سی 16 0 ايمن 
آخر. 1 


مثال (5) : 
برهن على وجود نظیر ايسر للتحویل الخطی 127ب (7:7,)۴ العرف 


بالصيغة . 


T(a + bx) = (a, -b, 2a) 


الحداً. 


a 
4 


اخل : لكي لھا ایا کو ۲ کب ات یکین شاه مدا كاه کرت 
Ker =0 ]‏ . فإذا وضعنا ۱ 
T(a + bx) = (a,-b, 2a) = (0,0,0)‏ 
فنحصل على 2-0 ,0 -5. بذلك یکون[40 1712 . 
لایجاد نظیر ايسر نتبع خطوات البرهان للمبرهنة (2.3.3) (ب) . شختار 
قاعدة الى (2,)8 ولتک ن الاد اط - ب۸ ,1 = 4].ضع 
T(1)= (1,0,2)‏ <(10۸ = ظ 
T(A,)= T() = (0,-1,0)‏ = بط 
الان المجموعة [(1,0-,0) = ر1,0,2(,.8) = ,48 تكون مجموعة مستقلة خطياً من 
التجهات في ۸ . نوسعها الى قاعدة لل (0,0,1) = ,© ,ر8 ,,8) ال . 


بذلك نعرف التحو يل الخطي (2,)8 مہ 5:18 على عناصر القاعدة 
A, = 1‏ رق 
S(B)= A, = x‏ 
S(C)= O‏ 


1 


ولایجاد (رلا مرا م50 نكتبه (ولا مولا مر کترکیب خحطي من 
التجهات ,0) ,ر8 ,8 فنحصل عل : 
a(1,0,2) + b(0,-1,0) + c(0,0,1)‏ > (ولا رولا (Ys‏ 
(a, -b, 2a +c)‏ = 
وا حل سيكون : إلا > 2 رولا =0 ,,(2-رلا = وعليه نحصل على 
0.0 + يشقط + aA,‏ - (رلا رولا SY,‏ 
(«)ط + (2)1 = 
() + ,¥= 
× ولا > ,¥= 
والقارىء مدعو لتحقيق کون 8 نظیاً يسارياً الى 7 . 


مثال (6) : 
برهن على ان الفضاءین (۶,)8 و '*"۸ متشاکلان وذلك لاي عدد 
و 1. 


احل : نعرف التحويل الخطي !+87 +-(2,)1 :1 بالصيغة 
)را و 2) =)Xمa T (a, + a,x Eee‏ 


ثم نبرهن على ان 1 یکون تشاكلاً وغذا الغرض نعرف اتحویل الخطي 
)R(‏ بط م1۳ :5 بالصيغة 


S(b,, ..., D,,,J= رط‎ + Dax + ...+ نچ مم‎ 


والان القاريء مدعو لتحقيق ان ۲ -8ء اي ان 8 نظير 1 . 

ان فكرة تشاكل الفضاءات بسيطة» فمثلاً الفضاءات M,(R), P,)8(,‏ 
4 تكون عناص‌ها بالصيغة 
۰ (ل c,‏ رط +d € P,(R), (a,‏ تين + a+ bx‏ 


٠ ۶ 11, (R)‏ . نلاحظ ان كل متجه من هذه المتجهات 
يتحدد باربعة اعداد حقيقية 4 ,© ,8 ,8 مرتبة بصيغة معينة . من الامثلة السابقة 
نلاحظ ان بعد كل من هذه الفضاءات يساوي 4ء وبالتالي تشترك بصفة واحدة. 
ویکون اي اثنين منهما متشاكلين . ۱ 


المبرهنة التالية تصنف الفضاءات المنتبية البعد وعلی ا حقل نقسه . 


مبرهنة (2.3.5) : 


اذا كان کل من ۷ ,18 فضاء متجهات منتبي البعد وعلی الحقل ۴ نفسه 
فان ۷ یشاکل ۷۷ اذا وفقط اذا ۷ ال = ۷ صنل . 


البرهان : 
لنفرض ان ۷ یشاکل ۷۷. اذن یوجد تشاکل ب« مب 1:۷ . النتیجة" 
(2.3.4) توّدي الى :501 - 16671 و W‏ = 1۳1 . والمبرهنة (2.2.2) تودي ال : 
dim )۷( = dim (KerT) + dim (mT)‏ 
O+ dim (W)= dim WwW‏ = 
على العكس لنفرض ان 00 =(۷) صل >2 . نختار قواعد الى 
كل من ۷ و ۷ ولتكن يل .... ,ره قاعدة الى ۷ و3 ,... ور قاعدة الى 
87 . المبرهنة (2.1.2) تنص على وجود تحويل خطي فقط ۷ + 1:۷ يحقق : 
,8 >-(7)۵ ,....,ظ = T(A)‏ 
ولأي متجه ,۵ + ... + ,هر« =۸ في ۷ یکون 
T(A)= xB, + ...+ xB,‏ 
هذا التحويل الخطي يجب ان يكون تشاكلاً وذلك لانه بالامكان تعريف 
۷م 5:۷۷ 
بالصيغة ,۷,۵ + ... + ,هرل > ( 8 ۱۷۲+... + ,50,5 = S(B)‏ 
وبالتالي یکون 5 نظیاً ا ی 7 . 
CSD‏ 


۱:۷ 


مراجعة بعد.الفضاءات تحصل على النتائج التالية . 


مثال (7) 


رل الفضاءان ول (2,018 متشاكلين وذلك لاي عدد طبيعي 2 . 
(ب) الفضاء ” ۰ عل الحقل R‏ یشاکل الفضاء 12 الذي بدوره یشاکل 
الفضاء (8) .ر۴ . وذلك لاي عدد طبيعي 2 . 
( ج) الفضاء crt!‏ على الحقل © . یشاکل الفضاء (۳,)0 على الحقل 
6 وذلك لاي عدد طبيعي 1. 


مثال (8) : 
اختبر التحویلین الخطيين التالیین من ناحية التشاکل . ثم جد نظیر 

. التشاکل‎ 
T,:RieR ۲ T, (2رلای)‎ = (x, ¥y,Z-X) 
T:RieR? 9 Tر(x,y,2) رای‎ +) 


ا حل: نعتمد على نتيجة (2.3.4) في الاجابة. نحاول حساب ,16671 .KerT,,‏ 
حسابات بسيطة کالسابق تظهر ان : 
KerT, =10}KerT, = )5,7,2(: X=0, ۷ ۶0, 2-23 ۱‏ 
عليه فأن 7 لایکون تشاكلاً في حين ان مرهنة (2.2.2) تنص على آن: 
dim(ImT,)= 3 - dim KerT,= 3-0-3‏ 
وبالتالی یکون ,1 متبایناً وشاملا وعليه یکون تشاکلا۔ ۱ 
لايجاد نظير ,1 .نتبع احدى الطرق فی مثال (5) او مثال (4) وذلك لان 
اي نظير ايسر الى 1 »سوف يساوي اي نظیر ايمن وذلك حسب مبرهنة (2.3.1). 
زاون ولد قاعدة مثل القاعدة الطبيعية . 


{A, = (1,0,0), A,= (0,1,0), A, = (0,0,17 


۱:۸ 


8 - T(A)= T, (1,0,0)= )1,0,-1( 
B, = T, (A,) = T,(0,F,0)= (0,1,0) 


T,(0,0,1)= (0,0,1)‏ = (به) 7 - B,‏ 
والان نكتب (۷,2:) كتركيب خطي من و8 ,ر8 ,8 . 
(x,y,2) = a(1,0,-1) + b(0,1,0) + c(0,0,1)‏ 


= (a, b, c-a) . 
a= x, b=y,c= Z+X 
نعرف التحویل تا 27 عد 5:53 بالصيغة‎ 
5 ),۷,2( - aA, + 0۸۵+ cA, ۱ 
- ۷۸, + ۷۸۵+ )2 + x) A, 
= x )1,0,0( + y(0,1,0( + (×+ءع)‎ )0,0,1( 
= )x, ولا‎ 2 + ×( 


هذا هو نظير ,7 اي يمكننا ان نکتب 
0+ ری T1 (x,y,2)=‏ 

مبرهنة (2.3.6) : 

اذا کان کل من ۷ مے تا رت W‏ مہ ۲:۷ تشاک فان الترکیب 

۷ ::0" يكون تشاكلا و "ر1 1"0 = 7 (,1,01) . 

البرهان : 

توجد ویلات نظيرة لا مب 5:۷ ۷ مب ۷۷:ر5_بحیث ان: 
نا = 5,01 7 1 = 105 1 = 5,01 و ,1 = 105 . 


ضع : ۷م )۷۷ و05 5 5 


۱:۹ 


لات ان 8 قوذ عطاوق 

)12017(05 = (To T,)o )5, o (ر5‎ 

= ۲,0 (T, 0S oS, 
= 120 )1,0 (ر5‎ > ToS, = 1, 

وبالطريقة نفسها اعلاه يمكن البرهنة على ان ن1 = ( 1 0 ر) 50 عندئذ يكون 5 
نظير الى ,107 وهذا يعني ان ,۲ 120 يكون تشاكلا . 
ان 33 = ,8 و "رآ =8 و 8 نظیر الى ,1 ٥‏ و اذن . 
ToT,‏ در ٩0‏ = 5 1072 120) . 


قارین (2.3) 


1 جد جميع التركيبات الممكنة في كل مایلی : ٠‏ ع0 2 
رآ( تی RÎ‏ — :5 حيث 2x]‏ 
(2رزی) ]۰ (1,0- (2t,‏ = (6). 

ابس 82 — 1:8 2ج مب = S‏ 

(x+y, 23-3‏ = رآ (3۷ + S(x,y) = (0,-xX‏ . 
)ج( (0)-02 :ی62 مأل :5 

12 - ,27 > (ي2 رعاکآ (12 ,م2 + ,2) = (ر2 5)2 
RP (5)‏ — ۲:1۵ تج مب ٩: R‏ 

.۷,۷( = ۶-۵2۷, 3۷,2۷( ۰10:۷,2( = )0, + y-2( 


N 


لوا VO‏ فا وجوت ی EE 700 VR‏ 
فبرهن على ان KerT”‏ اح KerT‏ ر IMT’‏ 191 ہے 
12-101 
3ب اذا كان کل نين ۷ مت 80ء لات ۲:۷ تويلا عطا میٹ 
KerT 101-۴‏ فرهن على Ker (ToS) = oi!‏ . 
4 اذا كان ۷ فضاء متجهات و ۷ عل 1:۷ ,1 حويلين حصن عل ۷ 


کیت : 


(أ)( التحويل المحايد ) 1 و + ,7 . 
(ب) 0 <ر] 0 ,]و 0 < ,01 و1 . 
(ج) ,1 = ,1,01 و و1 < ToT‏ 
برهن على ان ,1۳1۲ © ImT,‏ 5 
5 اذا کان 82 حل ۴ :1 تحویلا خطياً بعیت 760 لکن 
101:0 فرهن على وجود قاعدذ1 8 ,4ال ۴7 بعيث 0 = (8) 1 و 
T(A) =B‏ . 
6 جد ان امكن نظير ايمن او نظير ايسر لكل من التحويلات الخطية التالية 
وقرر فيما اذا كان التحويل غير معتلاً . 
2ه — R‏ ول )22-¥ .T(xyy,2)= (x+y,‏ 
ریو 00ت 700(7( سد SDE BS‏ عرد 16 
ری T(xyy,2) = (x +Y , 2x + 2-32, 152) ۲: — RF‏ ^ 
(د) TBE O?‏ (ر2 - ,22 ,12) =(ر۲)2,,2 . اعتبر * © فضاء 
متجهات على الحقل € . 


7 س جد نظیر کل سے التحویلات التالية : 


۱ ا )۳ے :]نی (22 x+y‏ 7 0۷,۱۲ (۲0,۷,2. 
(ب) R^‏ ہے :۲ )2+ Ox-y +2, X+Yy, 3x +Y‏ - وو 
8 اذا كان ۷ = 1:۷ تعويلاً خطياً نیٹ 0 = 01 = 12 فبرهن على ان 


1 - ۲ یکون تویلا غیر مات (1 - التحویل وشا 0 
9 اذا كان ۷ مب ۲:۷ تحويلاً خطياً بحیث © 1+1 - 17 فبرهن على ان 
۳ موجود ويساوي 1-7 . 
0 اذا كان ۷ ل 1:۷ تحویلا خطیا بحیث 0 =1 + 12+2۲ . فجد 


د 
1 اذا كان ۷ س 1:۷ تحويلاً خطياً بحيث ۲ -12 واذا كان 
=ImT‏ ۱۸ء N = KerT‏ فرهن على ان MON‏ < ۷ . 


( ارشاد : لكي برهن على ان +۷ <- ۷ اکتب متجه 6۷ A‏ 
بالصيغة (1)۸ + (1)۸- ۸ =۸ ). 


)2.4( مصفوفة التحويل الخطي 
Matrix of a Linear transformation‏ 


يوضح هذا البند العلاقة بين التحويلات الخطية والمصفوفات وسنفترض 
لدى القارىء المام بجبر المصفوفات وخصائصها الرئيسة . 1 

اذا كان کل من ۷ و ۷ فضاء متجهات منتبي البعد وعلى ال حقل ۲ 
نفسه بحيث ان 0 ۷ رفك و 5ع 0101۷ واذا كان W۷‏ ل 1:77 تحویلا خطیا 
فإنه بالامکان ایجاد مصفوفة 107 عناصرها من الحقل ۴ وتعتمد اعتادا کلیا على 
التحويل الخطى 7 وعلى القواعد المختارة الى كل من ۷ و ۷۷ وعلى النحو التالی . 

لنفرض ان ]يه ,... وه 81 قاعدة الى ۷ وان[ ,8 ,... ,,8] = 5 
قاعدة الى ۷۷. الان لكل 1:1,...,83 يكون (ھ)7 متجها فی ۷ وبالتالي يمكن 
كتابته كتركيب خطی من المتجهات ,8 ,... ,,8 وبطريقة واحدة فقط. اذا 


وضعنا : 
رظربة + ... + رظربة = T(A,)‏ 
رظبية + ... + T(A,) = a. B,‏ 
(2.4.1) 
ann Pn‏ وه + ,ره < (1)۸ 
8,0 2 
فنحصل عل مصفوفة : 3 la‏ = ۷ 
21 
anı 2‏ 


علاقة هذه المصفوفة بالتحویل الخطي T‏ وبالقواعد H‏ و 5 موضحة فی 
المبرهنة التالية : ۱ 


مبرهنة (2.4.2) : 

اذا كان (× ,... ,×) =× متجه احداثیات ۸۷ بالنسبة للقاعدة 
یھ .... ,رشا H=‏ و (لا .... ,ر0۵۷ علا متجه احدائیات (ھ) 1 بالنسبة 
للقاعدة 8,0۹ .... مر =$ فان مصفوفة التحویل الخطي ۷ + 1:۷ بالنسبة 
للقواعد 11 و 5 والستخرجة في (2.4.1) محقق: 
البرهان : 02:20 

اذا كان (ے× ,... ,,×) =× متجه احداثيات ۸ بالنسبة للقاعدة = 
An}‏ ہی ۸ فان پھ× + ...+ رشعر =4 . با ان ۷م 1:۷ تحويلا 
خطياً فعليه يكون (ہ 1)4 × + ... + (,1)4,< = (ھ)7 . الان نعوض عن کل 
610۸0 ,... ,ا :کا با يساويه وحسب (2.4.1) اعلاه فنحصل على : 

T(A) = x ) >67 
(A) a8) 4 vee . +X (٣, رظرمة‎ 


رظ (ہقی× C2‏ ,ا = 
لکن (,۷ ,....رلا) = ۷ يمثل متجه احدائيات (7)4 بالبسبة للقاعدة 
=B,,..., B,}‏ 5 اي ان رظبلا + ... + y,B,‏ (ه)], 


إذن : ¥;B;= 22 CE r Xk ٩‏ رے "2 
بما ان كل متجه في ۷ يمكن کتابته بطريقة واحدة فقط کترکیب حطي 
من متجهات القاعدة 5ء فعلیه نستنتج على ان : 
[ و... ,1 j=‏ 9 رن رد 
.. جعة ضرب الصفوفات محصل من النتيجة اعلاه على العلاقة 


من بر 


وية 305 ر2٤‏ (,× و (Xs‏ سس زرلا و ,0( 


mi *** mn ۸‏ 
وهذا يعني ان XM,‏ =¥ . 
رو ۳۳ 


ملاحظة : 
1 في الرهنة اعلاه اعتبرنا التجهات × و ۲ على انها مصفوفات 1۳0 و 
10 
على التوالی . 
2 مھا ان متجه الاحدائیات بالنسبة لقاعدة معينة يعيين التجه بصورة كلية 


معرفة التحویل کلیا وکا موضح في الامثلة أدناه . 
مثال (1) : 
TRS‏ ریاد ی عرفا امھت 
(x, x+y, 2x-¥(‏ = (ا,)1 
جد مصفرفة 1 بالنسبة للقواعد الطبيعية الى كل من ۸ و R‏ . 
الحل : القاعدة الطبيعية الى 782 تتکون من المتجهات (0,1) = ر4۸ ,(1,0) =۸ 


والقاعدة الطبيعية الى 8 تتكون من المتجهات , (0,0,1) = ,8 ,  )0,1,0(‏ بط 
B, = (1,0,0)‏ . 


لغرض حساب مصفوفة التحويل الخطی ١‏ نتبع الخطوات المذكورة في (2.4.1) . 
رط (2) + T(A) = T(1,0)= (1,1,2)= (1) B, + )1( B,‏ 


T(A,)= T(O,1) = )0,1,-1( > (0) رھ‎ + (1) B, + )1( رھ‎ 


1o4 


بذلك تكون مصفوفة 1 بالنسبة للقواعد الطبيعية کا يلي : 


مثال (2) : 
اذا کان 82 م (8)ر۴ :1 تحوبلاً خطياً معرفاً بالصيغة : 
(ہ-ط T(a+ bx + cx) = (2a,‏ 


فجد مصفوفة 7 بالنسبة للقاعدة ×= پھ ,×2 = رھ ,5 = ,4] = 8 
الى (8)ر۴ والقاعدة  )0:3([‏ ر8 ,(1,0-) = ,¢8 >8 الى 22 . 


الحل : 
رط )0( + رظ )10-( = )10,0( T(AJ= T(5)=‏ 


بط )2/3( + رق )0( = )0,2( = T(2x)‏ - (ھ)٢_‏ 


(A= T(x) = )0,-1( = (0) رظ‎ + )-1/3( B, 
: بالنسبة للقواعد اعلاه کا بلي‎ ١ بذلك تكون مصفوفة‎ 


-10 0 
۷2] 0 2/3 
0 -1/3 


مثال (3) : 
جد التحویل الخطی (۸1,)1 + 1:8 الذي مصفوفته بالنسبة للقاعدة 
1,1( = بھ ,(2,0) = ,1-۸۵ ولقاعدة ‏ (9 )ب8 ۰ (26)- ,8 


(e‏ حش )8( کن یہد 


3002 


١6 


لحل : نستخلص طريقة ا حل من المبرهنة (2.4.2) . المطلوب ايجاد (7)3,6 . نحاول 
الا حساب متجه احدائیات (2:0) بالنسبة للقاعدة 71 ولهذا الغرض نكتب : 


x(2,0) + y(1,1)‏ > (ا,ج) 
فنحصل على المعادلتين : 
2x +y =a‏ 
y=b‏ 
وہذا يكون : (0-))(1/2)-ی طا = ۷ . 
وعليه فإن متجه احداثیات (2,0) بالنسبة للقاعدة 13 يكون 
X =(«/2)(a — b), b)‏ 


بضرب هذا المتجه في المصفوفة +24 نحصل على متجه احداثيات (1)2,0 
بالنسبة للقاعدة 5 وکا يلي : ۱ 
b) ]1 1 -1 ۲‏ ,(طاح) (/1) XM,=‏ دلا 
|2 0 30 
5b) , )1/2( (a-b), )-1/2( )2-0(, 2b)‏ + 608 )- 
بمعرفة متجه الاحدائیات بالنسبة الى قاعدة معينة يمكننا معرفة التجه وکا بلي : 
(1/2)(a-b)B, + 208‏ - رظ (1/2)(a-b)‏ + رظ T(a,b) = (1/2)(a + 5b)‏ 


= )1/2()6+ دہ‎ 1 + )1/2()-( / jae 
Û 0 0 01 
2b 
a+ 5b (3⁄2) (a-b( 


(1/2)(a-b) 5 


مغال (4) : 


جد مصفوفة التحويل ا خطی (10),ر2 حلب (2,)8 :1 العرف بالصيغة : 
T(a + bx) = ax + bx?‏ 

اول : بالنسبة للقواعد الطبيعية ثم بالنسبة لقاعدة (2,)18 المكونة من المتجهات 
کا ح و۸ ,2= ,۸۵ وقاعدة. (8)ر۴ المكونة من المتجهات ,×3 > وظ ,1- = 8 
رو س بط . 
اخل : 

1)1(- 1.x -0+ 1.» + 0.2 ۱ 

1۲0-۷ =0+0.x + 1.x 

بذلك تكون مصفوفة ١‏ بالنسبة للقواعد الطبيعية کایلی : 


0 1 0 


.0 0 1 


نستخرج مصفوفة 1 بالنسبة للقواعد الجديدة کا بلي : 
T(2) = 2x = 0.B, + (2/3)B, + 0.B,‏ <(ب1)4 


TA) = T(1-x)= x-x = 0.B + +,8ظ(1/3)‎ (1/2)B, 
: بالنسبة للقواعد العطاة ا يلي‎ ١ بذلك تکون مصفوفة‎ 
0 2/3 0 


1۷ = 
0 1/3 1/2 


المبرهنة التالية تحسب مصفوفة تركيب تحويلين خطيين . 


۷ 


مبرهنة (2.4.3) : 


اذا كان کل من لا ,۷ ,۷۷ فضاء متجهات منتبي البعد وعلى الحقل ۲ 
نفسه واذا كانت ,۸ ,... ,۸۵ 6< 0 قاعدة ال لا و أرظ ,... ,181-18 قاعدة 
الى ۷ و پآ ,... ,10 > 3 قاعدة الى ۷ . اذا كان كذلك 
۷ مس [1:1 و W‏ مہ 5:۷ تحويلين خطيين بحيث ان مصفوفة '1 بالنسبة للقواعد 
6 و 1 تكون ۷1 ومصفوفة 5 بالنسبة للقواعد 11 و 3 تكون ,۷1 . عندئذ تكون 
مصفوفة التركيب 501 بالنسبة للقواعد 6 و ل عبارة عن حاصل الضرب 
و۷ . .+۱1 اي ان 


البرهان : 
لنفرض ان (4) = 01 (رط) = .30 . عليه یکون لدینا : 
رظبية کے 2 TAN‏ ,> بطر لے - (8) 5 
0 و... و1 :1 . 
(ظ ہیق ۹27 = رلذ)1)ذ = ,5010۵ 
a (BD‏ , ے = 
(6 ہل دح a‏ 1 ع2 = 
ez 1 2 800‏ _ = 
الان لو وضعنا il‏ حا مہ 2 ایا لاصبحت المصفوفة المتكونة من العناصر ۲ 
عبارة عن مصفوفة الترکیب 501 بالنسبة للقواعد © و ل. لكن بي اعلاه يمثل 
العنصر في الموقع *ماصل الضرب :۰۱۷1 ۷۲ وعليه يكون »۷1 Mr.‏ > ہی۷ . 
(و. ه .م) 


مثال (5) : 


Mr, =‏ مصفوفة التحويل 


= ,]۷ مصفوفة 


تب 
د 
م 


التحویل ا خطي 3 م 24 :8 .وذلك بالنسبة للقواعد الطبيعية الى كل من , 287 
6۳ 7 فجد مصفوفة التحويل ( مب 2 :۲وہ 


ا حل: حسب المرهنة (2.4.3)ء .يتوجب علینا فقط ضرب الصفوفتین 





1۔ 0 
2 5 
5 2 ۷۸۷۸ 
0 3 
16 3 5- 
5 4 2 


عليه تكون مصفوفة ارہس 1 بالنسبة للقواعد الطبيعية , 


نتيجة (2.4.4): 
اذا كان كل من ۷ و ۷۷ فضاء متجهات منتبي البعد فإن اي تحويل 


خطی ۷ مب 1:7 يكون تشاكلاً اذا وفقط اذا كانت مصفوفة ١‏ بالنسبة لاي 
زوج من القواعد مربعة وقابلة للقلب . 


البرهان : 
لنفرض ان ۷۷ + ۲:۷ يكون تشاکلا بہذہ الحالة فان المبرهنة (2.3.5) 
تنعج ان dim. W‏ ۴ ۷ صزل وبذلك تكون مصفوفة ۲ بالنسبة لاي زوج .من 
القواعد مصفوفة مربعة . لتأخذ A‏ ,... ,3۸ ظ قاعدة الى ۷ و ,۲-8 
گا ,... قاعدة الى ۷۷ . لنفرض ان ۷1 مصفوفة ۲ بالنسبة لزو ج القواعد ۴ ,۴ . با 
ان ۲" تشاكلاً . عليه يوجد تحویل خطي ۷ ج ۷۷ :5 يحقق : 
,891-1 و ,1 .ToS=‏ 
لتکن ١‏ مصفوفة 5 بالنسبة لزو ج القوا اعد ۴ تلم المبرهنة (2.4.3) ينتج مايل : 
( أ ) مصفوفة الترکیب ۷ م ۷ :50 بالنسبة لزو ج القواعد 18,15 تساوي 
„MN‏ 
(ب) مصفوفة الترکیب ۷۷ مہ ۷۷ :105 بالنسبة لزو ج القواعد ۴ ٣,‏ 
تساوي NM‏ . با ان پا = 50 اذن, ‏ ۰ 
يظ.0 + ... +رريذه + 0A, + ... + OA, + 1.A‏ د A,‏ = 5010۵0 
وذلك لکل :18 :کا . عليه تکون مصفوفة 507 بالنسبة لزو ج 
القواعد 1 , 1 مساوية للمصفوفة ا حایدة 1. اي ان ]2 [۱۷۲. 
وبالطريقة نفسهاء العلاقة 1 108 تنتج 1 ۷۸2 ۸۷ وعليه تكون 
المصفوفة ۷۲ قابلة للقلب و 1( = ۷۲۱. 
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لنفرض العكس » اي ان مصفوفة التحويل الخطى ۷۷ ج 1:۷ بالنسبة 
مصفوفة تحقق 1 = MN‏ و 1 > ۱۱۷ . 
ليكن ۷ مه ۷ ٩:‏ تحويلاً خطياً ناتجاً عن الصفوفة N‏ بأستعمال زوج 
القواعد ۴ ,۴ بذلك تكون مصفوفة التركيب ۷ ح 501:۷ بالنسبة لزو ج القواعد 
متجه احداثياته بالنسبة للقاعدة ۴ هو المتجه × فان متجه احداثيات (501)4 
بالنسبة بة للقاعدة ۴ يكون : 
X(MN) = 2.1] < ۶‏ 
اي ان ۸ = (۸) 501 . وبالطريقة نفسها نبرهن على ان 8 = (8) ۲08 لاي 
متجه 6۷۷ . هذا یعنی ان پا < 901 و ,1 ۰1109 اي ان 1 یکون 
تشاکلا . 
(و. ۳ 
من النتائج الاحری للمبرهنة (3 .2.4( هي الحصول على خاصية لضرب 


الصفوفات والتي «یکون برهانبا صعیاً وطویلااً اذا است‌خدمنا حصائص الصفوفات 
فقط . 


نتيجة (2.4.5) : 


اذا كانت کل من 74 و × مصفوفة مربعة ذات تبه 2 وعلى ا حقل 
۴ وکان 1 > MN‏ فإن 1= NM‏ ( هذا يعنى انه في حالة اخنبار کون الصفوفة ١N‏ 
نظيرة للمصفوفة 24 نکون بحاجة فقط لاختبار احد الشرطین 1 ۷ 
NM - 1‏ ) . 


البرهان : 


ليكن ۴ مب ۲۳ :5 ,1 تحویلین خطيين نانجین عن المصفوفتين ۷ ,لا 
على ! لتوالي وبالنسبة لزو ج ا لقواعد الطبيعية ,تا بحیثٹ 


1١5١ 


00011ح بكارم و(0:۱,۵,۰۰۰,۵) (O SA‏ - مأدع 
اي ان : M‏ = ,۱۸ء M,= N‏ با ان 1 = MN‏ عليه يكون ,1 - 105 
( 1 = التحویل ا حاید ) من هذه العلاقة يمكننا ان نيهن على ان التحویل 5 یکون 
تشاکلا وعلى النحو التالی : لنفرض ان 5 6166۲ 8ء اي ان 0 = (8) 5 عليه 
تج : 8 = (1)8 = T(O) = T(S(B)= ToS (B)‏ =0 هذا يعني ان 
Ker ٩-۶1‏ وبالتالي يكون لدينا : 
dim(lmS) + dim (Ker S) = dim (ImS)‏ ع "2 n= dim‏ 

اي ان "8 س1005 . الان نتيجة (2.3.4) تنتج ان 5 يكون تشاكلاً . عليه يوجد 

رج تق : يحقق 10 = .SoP‏ هذا يعني ان ۳ نظير این الى 5 
0-0-0 لی ۰5 فيجب ان يكون 1 = ۶ وذلك حسب المبرهدة 
(2.3.1). اذن حصلنا 


: بالرجو ع للمصفوفات تُحصل عل‎ 501 = 1 F" و‎ 105 = 1 F۴٣ 


I= ۷  _ 
ہی۷ = ىر‎ = My . Mg = NM 
وج مد م‎ 
تال يعدن الثىء فاننا ندعو‎ OS 
3 3 لقارىء الى ار د يجرب برهنة النتيجة اعلاه با حسابات المباشرة ( حتی الحالة‎ 


۱ 0 طويلة جدا ) 


لغرض دراسة التحویلات النطية سرت تلجا داعسا ال تمثیل التحویل 
الخطي بمصفوفة وذلك لبرهنة بعض النتائج او عمل بعض الحسابات . ان القثيل 
المصفوني للتحويل الخطي ۷ حب 1:۷ يعتمد اعتاداً كلياً على اختيار القواعد الى 
كل من ۷ و ۷ . فلو كان اختيارنا للقواعد عشوائیا لرعا حصلنا على مصفوفة 
معقدة لاتعكس خصائص آ بسهولة فعلية نغير القواعد في كل من 0 
للحصول على مصفوفة ابسط ان امكن وذلك لان تغير اأ لقواعد لايؤثر على التحو 
الخطى وانما يؤثر على متجه الاحدائیات لمتجهات ۷ ا 
تطرح نفسها . . 


11۲ 


1 هل يمكن اباد قاعدة الى ۷ وقاعدة الى ۷ بحيث تکون مصفوفة 1 
بالنسبة لذلك الزو 3 شب" ن القواعد نا صيغة . 
2 ماعلاقة مصفوفتين تمثلان التحويل الخطي نفسه لکن بالنسبة لزوجين 
مختلفين م ن القواعد . 


3 لو اعطينا مصفوفتين ۱۷۲ و و لا هما نفس الدرجة فمتى وتحت أي شرط 


يمكننا ان نقول بأن هاتين المصفوفتين تمثلان تحويلاً حطیا واحدا بالنسبة 
لقواعد مختلفة . 


الاجابة عل الاسكلة اعلاہ ثل مادة البند التایي 7 


ارين 2.4) 


1 ۔۔ جد مصفوفة كل من التحويلات التالية وذلك بالنسبة للقواعد الطبيعية . 
رام مب 7:3 T(x,y) = (x-2y,0)‏ . 


. T(a + bx) = (a-b, 2b-a, 3b) 1:۳,)۴( یب‎ R (ب)‎ 


)>( مت «T:M,(R)‏ 
9 1 فص نو | ک1 
c d‏ 


)د( .T (x) = (x, 2x, 0) «TR —R°‏ 
(ھ) cC‏ ات 0 EZ)‏ ھت 22 22) =( ر2 ور2) 1 . 
9 1 نما لي 3 جد التحو 


يل الخطي 1 الذي مصفوفته بالنسبة للقواعد 
المعطاة تكون 


: 1 1- ۴ 
ناوت :1 = M‏ بالنسبة للقاعدة =6 
 )-3:1([‏ به۸م(1,2) = ,1۸ ا ی 32 والقاعدة (1,2,0) ,48 = H‏ 

., B= (0,1,1), B, = (0,0,1)? 


١ [1‏ 
(ب) R?‏ ام M,(R)‏ :71 ۲ ۱ = ]۷بالنسبة للقاعدة 


1۔ 2 
1- 1 


11۳ 


ہے ےج 
G= ۲۸ = 2 1 . / A0 1J,‏ 
0 0 

۱ ل 0 ديم 


والقاعدة })0,3( B,=‏ و(1- 1( تس ,8 - H‏ ۰ 
رج 09)يم مب 20 :1 11-1 
0 2 
1 7 
دم 


للقاعدة الطبيعية الى 8۳ والقاعدة ,+1 ديه ,2 = ۸) ۲ 
ا ۱ 
7ف۸اط ووو N‏ 

ھ) ذم ہ2 بتک [1+2- 1 جاع ۷ بالنسبة للقاعدة 
[(0,) ,(1,2)؟ =6 ای والقاعدة الطبيعية الى © . )2و 
ع فضاءات على الحقل © ). 


0 0 0 
a 0 0 
a, 9:۰6 FR حش حيث‎ ٥ 0 © | اذا كانت‎ 3 


فرهن على ان 0 =۸ بدون استخدام ضرب المصفوفات . 
( ارشاد: جد التحويل الخطي 83 ب 1:8 الذي مصفوفته بالنسبة للقواعد 
الطبيعية تکون ۸ ) . 
4 اعتبر (1,3) ۸ء (1,4-) < رى واعتبر ان ا > هي 
مصفوفة التحويل 87 .م 22 :1 بالنسبة للقاعدة ّيه , له - 5. 
(أ) جذ متجه احداثيات كل من (1)۸» (ر1)4 بالنسبة للقاعدة 5 . 
(ب) جد (,۲)۸ و (يذ)1 . 
(ج) جد (7,4) ۳ . 


3 2 د 
 ٌ5‏ اعتبر و 4 0 = ۷ هي مصفوفة التحويل 
)۳ -(۳,)18 :1 بالنسبة للقاعدة ليه , ر۸ , ,3۸ -5 حيث 


2¥ +72 +3 ديش 2+ 3۷+ 1- ديص 3 + 31 = ب . 


(أ) جد متجه احدائيات كل من (,ھ)7ء (ي1)4» (,1)4 بالنسبة 
للقاعدة 5 . 
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(ب) جد (1)4» (ر1)4» 30۸ . 
(ج) جد + 1 آ. 

6 اذا كانت یھ ,وھ ,یھ ,14 - 5 قاعدة لفضاء متجهات ۷ على حقل 
۳ فجد المصفوفة بالنسبة الى 5 للتحويل اخطی ۷ حل 1:۷ العرف 
بذ = 1)۸ رھ = 1)4 , ب۸ = (1)4 رھ -(ية)! . 

7 اذا کان (8)ر۴ +« (8)ر۴ :0 التحويل الخطي العرف بواسطة (۳) 0ا 
۳ = ( مشتقة 8 ). في الجزأين ( أ )» (ب) اوجد مصفوفة (1 بالنسبة 
للقاعدة]] وھ ور ۹۸ .S=‏ 

( أ ( 2 - پھ و .A < 1, A=‏ 

(ب) ×8 + ×2-3 = ,۸ ,2-3 > رھ ,2 = A,‏ . 

(ج) استخدم مصفوفة الجزء ر أ ) محساب ۵ 24 + 6 -6) (1. 
رد ) كرر المطلوب في الجزء ( ج ) بأستخدام مصفوفة الجزء (ب) . 

8 في كل جزی لوا میا 41 -5 هي قاعدة فضاء جزلي ۷ من فضاء 
التجهات الذي يحتوي على الدوال ذات القم ا حقیقیة المعرفة على على المستقم 
احقيقي . اوجد المصفوفة بالنسبة الى 5 للتحويل الخطي ۷ مب ۷ :5 
( تحویل المشتقة ) . 

.f =1, دو‎ Sinx, 6205۶ ( 5 3 

وب 2# سا ره درا ,2= 1. 
ری × حرا رطع« سط رم <,1. 


1 
التحويل‎ 1: M,)8( ¬ Mj N لیکن 5) ۔‎ 9 


ا خطي 

. T(A) = AN - NA : العرف بالصیغة‎ 

۱ 
(۱) جد 1 ( 1 بصورة مباشرة . 


(ب) جد مصفوفة '1 بالنسبة للقاعدة الطبيعية . 
( ج) جد مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة : 





a= 1‏ مق ملد ناهج مہ 


بأستخدام المصفوفة في الجزء ( ج ) وتحقق من الناتج من الجزء ( ١‏ ). 
0 لیکن M,)8(‏ حل (۷,)18 :1 التحويل الخطى المعرف بالصيغة : 
T (A) = ۸۶2‏ 
حيث ۸۲ تساوي مدورة المصفوفة 4 (۸ 0۲ ©7225005]) جد مصفوفة 1 بالنسبة 
للقاعدة الطبيعية . 


(2.5)تغيير القواعد والصيغ الاعتيادية 
Change of Bases & Normal forms‏ 


ان صرحنا 2 کا ر انان اشاق ثلاثة اسكلة . الاجابة عل السوال الاول 
ستكون في المبرهنة (2.5.1) ادناه . السؤالين الثاني والثالث تکون الاجابه علیہما في 
المرهنة (2.5.2). ۱ 


مبرھنة (2.5.1) : 


. . 920 يي ا 55 0 مر ۰ 
اذا کان کل من ۷ و ۷۷ فضاء متحیدت منتبي البعد بخیت ان 
۱ ع ۷ w= n «dim‏ لوال مد کات ۷۷ مب 1:۷ اہ خطيا ذا رتبه تساوي 
۲ فانه بالامکان داتس احاد قاعدة ب ۷ مقاعدة الى ۷۷ بحيث ان مصفوفة 1 


اة تدای ا = م ماع لحو EEE‏ ۳ 
2 ۰ من كك 7 


١575 


حيث ان ما غثٹل امٰصفوفة احایدة ۲ :. هذه الصسغة تسمى الصيغة 


بما ان رتبة 7 تساوي ٢ء‏ عليه تكون صفرية | ەیة الى 0-۲ . ختار 
قاعدة الى KerT‏ ملظ ...»4 نوسعها الى قاعدة [, B,,B‏ م۵ ...18 
ال ۷ . الان مجموعة السجهات ](,۸) ۲ <,) ,....,(,۸) ۲ = ,> تکون مستقلة 
خطياً ولغرض برهنة ذلك نأخذ ترکیبا حطیا من تلك التجهات ونساویه بالصفر . 


yC +...+ ع )يا‎ 
۷,۲ (A+ ... + yT(Ar) = O 


ما ان 1 تحويلاً خطیاً فینتج 
A, + ...+ y,A,)= O‏ )1 


فآ تنج على ان : 6۲7 © ,۷,۸ مس ہد 7۲ 


هذا يعني انه توجد اعداد قياسية ,× و... وا حقق : 


رظب ... + YA, + ... + YA, = xB,‏ 
وهذا يعني أن : 
© = رظب رگ + ... +۷۵۱ . 
وما ان المجموعة[ ,8 وه ور ۵ وب و4 | مستقلة خطیا فينتج ان : . 
0 تبي ا ,0 = ر0,5 تملا O,‏ > رلا 
5 سے گج ھ+)" 7 - سرپ و 95 
وبالتاني تحكول اجموعة crf‏ و اہ .یا مستقلة خصيا نوسع هده اتجموعة ای قاعدة 
۳ تی E‏ 
ا W Oss CD‏ + بل یکین لوا 


T(A)= C= 1. 0 یه‎ 0.C,+ OD, +...+ آه‎ 


T(Ar)= Cr = 0.C, + ...+ O.C,,+ 1C, + 0.D, + ...+ oD 


۲۱-۲ 


1¥ 


T(B)= O د‎ 0.0 + ...+ 0۵+. 010 


0.D, + ... + 9.‏ + ©,ه +... 0266۶ دن 1)8 


11-۴ r ¢ ner 


عليه تک تكون مصفوفد ا بالنسية الشاعادة A, B,, BS‏ وو کر ,3۸ 
الى ۷ والقاعدةم 0 ,... ور ;€ مت ,© الى W‏ بالصيعة : 
جام ؤہ‌ے رحس چوسے ےڈ 
O 1‏ و تع WOE‏ 
تچ ر 010...0 
1 0...0 | 0....01 
کک یت سد — ما = ,3 
T‏ 
0.....0 ا 0....0 
0 1 : ا 3 
..0 ا 0....0 
0 
وهذه المصفوفة يمكن ان تكتب بالصيغة القالبية على الشكل 
0 7 1 
ا ہیل حون = Mr,‏ 
0 ۱ 0 
۱ ( و . هھ .م) 


نوضح فكرة الات اعلاه بالغال العالم 


2 


مثال (1): 


جد قاعدة الى 184 وقاعدة الى ۸ لكي تكون مصفوفة التحويل اخطي 
R‏ مب 1:14 بالصيغة الاعتيادية ¢ حيث ان 


25 ولا - ولا( × ول + &) = یلیہ رولا 1)5 


13۸ 


ال : تحاول اول ایجاد قاعدة الى 16۲1 . هذا الغرض نضع 0= ,× رولا ويك و1 
ونحصل عل المعادلات 
0 = ولا + X‏ 
=O‏ وا - وا + X‏ 
2x, = 0‏ 


والتي بدورها تؤدي الى : ٥‏ = و« , ر×- = |×. بذلك يكون 
x, = x‏ ,0= ولا ويك = ر× ور 2ت × :(هلاء هلا ور× ,,({ = KerT‏ 
بذلك تكون المجموعة [(0,0,0,1) = ر8 ,(0 ,0 ,1 ,1-) = ,8 قاعدة الى KerT‏ 
يمكننا الان اضافة المتجهين (0,0,1,0) = رھ ,(1,0,0,0) = ره لكى تكون 
انحموعة †ر8 ,8 ,ر4 ,له ؟قاعدة الى 24 . 
الان نضع 
C= T(A)= 7۲0, 0,0,0( > (1,1,0)‏ 
T(0,0,1,0) < )0,-1,2(‏ = (.ھ) C,=‏ 
1 الان اضافة المنجه  )1,0,0(‏ ,0 لكي تصبح المجموعة ,۳ ہو © ,€ قاعدة 
الى R‏ . الان تکون مصفوفة 1 2 للقواعد اعلاہ بالصيغة 
0 
0 ۱ 
0 0 
0 0 





وهذه هي الصيغة الاعتيادية المطلوبة . 
ملاحظة : 
سل یه ,رش خیت ان اجموعستة یط E‏ :^ 
تکون قاعدة الى 184 لما تغيرت الصفوفة وعلیه توجد قواعد كثيرة الى 87 و أ8 التي 
جعل مصفوفة ١‏ بالنسبة ها بالصيغة الاعتيادية . 


ان اضافة المتجهين وه ,۸۵ عملية اختيارية فلو اخترنا متجهين ا 
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جیب الان على السؤالين المطروحين في نباية البند السابق حول مسألة 
تغير القواعد وستكون الاجابة في المبرهنة التالية : 
3 
مبرهنة. (2.5.2) : 
افرض ان كل من ۷ و ٭۷۴ مصفوفة ذات درجة ×" وان ۷ فضاء 
متجهات ذا بعد 111 و ۷۷ فضاء متجهات ذا بعل 0 . عندئد غثل امصفوفتان]۷ و 
القواعد اذا وفقط اذا وجدت مصفوفتین قابلتين للقلب 2 و © بحيث ان : 
M* = ۲‏ 
2 لاحظ ان ۳ مصفوفة 1012 و © مصفوفة 8 × " ). 
على وجه الخصوص تكون © = 2 في خالة کون ۷ = ۷ . 
البرهان : 
لنفرض الا ان المصفوفتين 24 و *۷1 تمشلان التحويل الخطي نفسه 
۷ ل 1:۷ . بالنسبة الى ( رما ) زوجين مختلفين من القواعد . بذلك تکون لدينا 
قاعدة 2 4 ,... , ,كن =6 الى ۷ وقاعدة و ,8 ,... ,8 = 1آ ال ۷ بحیث ان 
مصفوفة 1 بالنسبة لتلك القواعد تكون ۰۷۲ وكذلك يكون لدينا قاعدة 
G* =A, *, ...., An}‏ الى ۷ وقاعدة آ8,*7 ..., H* = {B,*‏ 
الى ۷۷ بحيث ان مصفوفة ١‏ بالنسبة لتلك القواعد تكون * MN‏ . 
M* = PMQ"‏ 
لتكن ۳ مصفوفة الانتقال من القاعدة *6 الى القاعدة © و © مصفوفة 
الانتقال من القاعدة ٭11 الى القاعدة 11. لیکن ۸ اي متجه في ۷ وليكن × 
متجه احداثيات ۸ بالنسبة للقاعدة © و *× متجه احداثیات ۸ بالنسبة للقاعدة 
.G*‏ الان المبرهنة (1.9.1) والنتيجة (1.9.3) تنصان على ان : 
X* = xp"‏ 


۱۷۰ 


المبرهنة (2.4.2) تنص على ان متجه احداثيات (1)4 بالنسبة للقاعدة 
1 يكون 350۷ء ومتجه احدثياته بالنسبة للقاعدة *13 سوف يكون مساويا الى 
M*‏ * 2 . بما ان © هي مصفوفة الانتقال من القاعدة *۲3 الى القاعدة 8 . اذن 
المبرهنة (1.9.1) والنتيجة (1.9.3) تنصان على ان : 
XM = 0‏ 
بالتعويض عن *× نحصل على العلاقة 
XM = X P'M*Q‏ 
العلاقة اعلاه صحيحة لجميع المتجهات × . هذا يعني تساوي المصفوفتين : 
۱ ۲*0 - ]۱۷ 
او 
M* = ۲‏ 
با ان كل من 94 کہ ا اک دی مت 
للقلب ES‏ سی فی ات روح من القواعد ال 7 و 
۷ بحيث ان MN‏ تنا ل 1 بالنسبة لزوج و ۳ قثا ل 1 بالنسبة للزوج الآخر . هذا 
الغرض ختار اا اي قاعدة G = ۸+... An}‏ الى ۷ وأي قاعدة 
و ...18 H=‏ ال W‏ . لیکن الان ۷ + 1:۷ ذلك التحویل ا خطي الذي 
مصفوفته بالنسبة لزو ج القواعد اعلاه تکون ۷۲ . 
( راجع مثال 3 من البند 2.4 ). الان نستخدم الصفوفتین ۴ ,© 
للحصول على قواعد جديدة 
={B,*, ..., B,*}«G* =A, *, ..., Af‏ 
بحیث تكون۴ مصفوفة الانتقال من القاعدة *6 الى القاعدة 6 ( *© تکتب 
بدلالة 6 ) و © مصفوفة الانتقال من القاعدة *]8 الى القاعدة 11 ( *11 تكتب 
بدلالة 8 .. 1 
المطلوب الان ان نيرهن على ان المصفوفة *11 التي تساوي المصفوفة 
1 بالفرض » هي مصفوفة التحويل الخطي ١‏ الذي انشأناه لکن بالنسبة لزوج 
القواعد الجديد * © الى ۷ و *11 الى پچ . لنفرض اول ان مصفوفة ۳ بالنسبة لزوج 


۷۱ 


القواعد ۴ H*‏ تکون N‏ . حسابات ماثلة للتي اجريناها ف ا جزء الاول من 
البرهان تظهر ان : 28407 < لا , 
ما ان ۳۸۵۱ = M*‏ بالفرض . اذن ×= *۷1 وعليه تكون *1 ٠‏ 
مصفوفة التحویل الخطي ١‏ بالنسبة لزو ج القواعد *6» *۳1. 
مثال (2) : ل 
اذا كان 22 م 1:8 تحويلاً خطياً معرفاً بالصيغة . 
(32+ ۷ رلا - )> (2 T(x, y,‏ 
فجد كل ما يلي : 
( أ ) الصفوفة ۷6 التي تمثل ۲ بالدسبة للقواعد الطبيعية . 
(ب) الصفوفة *۷1 التي تمثل ۲ بالنسبة للقاعدة ۰ (1,0-,1) ,(1,1,0)) 


[(0,01)إلى R‏ والقاعدة [(2,1) ,(1,2)) الى 22 . 
( ج) مصفوفتان قابلتان للقلب ©,2 بحيث ان ۳۷۲۸۵۲ = M*‏ . 


احل : 
(أ) القاعدة الطبيعية ال 81 تتکون من التجهات : 
)0,0,1( = وھ ,)0,1,0( = A, = (1,0,0), A,‏ 
والقاعدة الطبيعية الى ۸ تتکون من التجهات : 
B, = (1,0), B= (0,1)‏ 
لايجاد المصفوفة ۷ نلاحظ : ۱ 
رط (0) + T(1,0,0)= )1,0(> (1) B,‏ < (,10۸۵ 
(1)B, + (1)B,‏ ع< (1,1-) < (1)0:1,0 = (1)۸" 
T(0,0,1)= (0,3) = (0) B, + (3)B,‏ = ,1)4 


عليه تكرن المصفوفة 24 کا يلي : 


۱۷۲ 


(ب) ضع 
A, * = (1,1,0), A,* = (1,-1,0), ۵ * = (0,0,1(‏ 
)2,1( = *رظ ,)1,2( = * رط 

: عليه يكون لدینا‎ 
T(A,*)= T(1,1,0(= )0,1(= )2/3( B,* + )-1/3( B,* 
T(A,*)= T(1,-1,0(= )2,-1(= )-4/3( B, * + (5/3) B,* 
T(A,*)= T(0,0,1(= )0,3( = (2)B, * + (-1)B,* 


اذن تكون مصفوفة ١‏ بالنسبة لزوج القواعد 4*1 A",‏ ,رهگ 


[*رظ , رکا بلي : 
3۔ 2 
M* = -3 573‏ 
0-1 2 


(ج) لغرض ايجاد المصفوفتين ۳ © اللتين تحققان 8407 = *۷۴ نراجع 
برهان المبرهنة (2.5.2) فنرى على ان : 
۳ مصفوفة الانتقال من القاعدة الجديدة | *,ھ ,رھ ,* ,۸۵ ال 
القاعدة القديمة ( القاغدة الطبيعية ) . 
Q٠‏ تکون مصفوفة الانتقال من القاعدة الجديدة ج *رظ ,* رم الى 
القاعدة القديمة ( القاعدة الطبيعية ) . 


۱۷۳ 


۱ وعليه يكون لدینا : 
يذ )0( + A, + (1) A,‏ )1( - (1,1,0) = * به 
رھ )0( + A, + (-1) A,‏ )1( =)1,0-,1( = *يه 
يذ )1( + A, + (0) A,‏ )0( = )0,0,1( = *ب۸ 
اذن 
0 1 1 
0 ٦۔ P=|1‏ 
1 0 0 
ولایجاد © نکتب القاعدة ,2 تا بدلالة القاعدة الطبيعية 
رظ (2) + رظ )1( =)1,2( = B,*‏ 
(DB,‏ + رظ (2) <(2,1) = B,*‏ 


1 2 
Q= 2 1 


2/3 /1- 
93 2/3 |= و 


2 


واذن 


الان حسابات بسيطة تظھر' ان ۱۷ط = .M*‏ 


اخطط التالي يذكر الطالب بالنتائج التي حصلنا عليها . 


فخده ى ¥ H‏ يي ب سے 0 قعدة ی ۷۲ 
4 >< 
4 
مصفافة آ .مه قرعہ ۲۱.6 
2 
HH,‏ © 0 2 صرح *0 ت6 
Me‏ ۳۲ 








اخطط اعلاہ يؤدي الى الخططين المتكافين : 











١ M 3 3‏ 
لا مس 6 د وح ن 
0 ۱ 1 0 م 
M*‏ ۷ 
890٠‏ وسعوعوووسسچوھت ) H*‏ هد اس G*‏ 
الطلق من ۴ باتجاه الاسهم تحصل عل العلاقة تسق نے © باه لاسهم تعصن عل العلاقة 
.M* = ۲‏ 0 در 


1 تذكر دائماً انه اذا كانت لديك مصفوفة انتقال من قاعدة رقم (1) الى 
قاعدة رقم (2) . فإن مقلوب تلك المصفوفة تكون مصفوفة الانتقال من 
قاعدة رقم (2) الى قاعدة رقم (1) . 

2 لايمكنك بصورة عامة عكس اسهم ۷ ,*۷۲ وذلك لانہا بصورة عامة 
مصفوفات غير قابلة للقلب . 


Vo 


ارين (2.5) 
:1 جد قواعد تجعل مصفوفة کل ۰ التحويلات الخطية التالية مصفوفة 
. بالصيغة الاعتيادية . 


.T(x,y,2)= 2ب‎ -2+ 5X) تون‎ — RP رل‎ 


(ب) M,(R)‏ مب x+y -« «T:R?‏ 
= (۷,) 1 . 
2-۷ ¥- 
(ج) ?€ > 02 :۰1 (0,ی22 ,22 ,رھ -ع) = (و2 ,102 . 
)د( (a+ b) x «T: P,(R) — P,(R)‏ = رتين +9 + 1)8 . 
2 اذا کان 24 مس 1:82 تحویلاً خطیاً معرفاً بالصيغة : 
(x+y, 2x-y, 31+ 4y, 0)‏ < (ا,)1 
( أ ) جد المصفوفة 84 التى تمثل ۲ بالنسبة للقواعد الطبيعية . 
(ب) جد قاعدة الى 282 وقاعدة الى “۸ بالنسبة هما تكون مصفوفة ۲ 
ولتكن ۷۲۳ بالصيغة العمودية . 
(ج) جد مصفوفتین ©,2 قابلتين للقلب تحققان ۳۸۲۵۲ = M*‏ . 
3 جد مصفوفات قابلة للقلب ۴,Q‏ بحيث تكون "۳۱۷0۵ بالصيغة 


0 ۳ > حيث .1 المصفوفة المحايدة . 
0 0 


2 1 4 3 12 
(۱ 8 1-3- = و (ب) 5 1- 1 0 M=‏ 
80 2 11 4 و 


1 12-3 


4 اذا كان (۳,)0 ل (8)ر۴ :7 التحويل الخطي المعرف بالصيغة : 
یم + bx‏ + تبرج .T(a + bx + cx)=‏ 
را ) جد المصفوفة 24 التي تمثل 1 بالنسبة للقواعد الطبيعية . 
(ب) جد قواعد تجعل من مصفوفة ١‏ بالنسبة لها بالصيغة الاعتيادية . 
(ج) جد مصفوفتین ©,2 قابلتين للقلب تحققان ۳۱۷0۵۲ تكون بالصيغة 
الاعتيادية . 
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الفصل الثالث 
انظمة العادلات الخطية 


Systems of Linear Equations 


(3.0) مقدمة 


انظمة المعادلات الخطية اداة معبرة 6 ا . من ا مواضیع کالفیزیاء 

واغندسة 0 والعلوم الاقتصادية بالاضافة الى اهميتها الكبيرة في الرياضيات 
کن كتابة نظام للمعادلات ا خطیة بالصيغة :ل 

aX + aX, + .... + aX, = D, 

رما = بكارية + ... + يلاوية + بلارية 


ہ202 222 
)#( 


27 
۰ 
a 


Pp‏ = .۴ة + ... + Ama‏ + ك8 

حيث ان ,* ,... ,× تمثل ا جاھیل التي يتوجب ایجادھا . الاعداد 

[ لس i:‏ و2 و. ۰ من المک ان تکون اعدادا نی اي حقل لكننا سنعتبرها 

د و القاري ي الهم یستطیع ان یضع جميع النتائج التي 

سنحصل علیہا باللغة العامة عندما تکون 8 عناصرا في اي حقل ان هذه 

الاعداد تسمى معاملات النظام (*). كذلك فان ,ر6,....,ط تکون اعداداً 
حصفقه . 
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0 


ان اي حل للنظام («) اعلاه عبارة عن قوس مرتب (,5 مہ ی5( من 
الاعداد تحقق جميع العادلات في النظام ء اي ان : 


ب = ريقوبة + ... + aS,‏ 


a8 +... + KE = ,تا‎ 


۰ 4 
۰ ٠ 


ہا = مقممة ل د + رقرومة 
ان عبارة حا ل نظام المعادلات ری تعني ایجاد > جميع ا حلول جس مثال 
التالي يذكرنا با كنا تمارسه فی ال مدارس الثانوية والمراحل 2: من الجامعة 


مثال (1) : 


حل النظام ا خطی ۱ 
٣ ×, = 2‏ ر × 
1 = ۸ - ی + ×3 


ال : من معلوماتنا السابقة یتعضح ان احدی طرق الحل تکون کا يلي : 


الا نرقم العادلات 
)1( 2= ڀX+‏ راز 
)2( 1 > بار + ×3 
Xx, + 3-3 2-3 (3)‏ 


۳ نضرب العادلة الاولى في (3-) تزا الى المعادلة الثانية لنحصل على 
العادلة (2) ثم ثم نطر ح المعادلة الاول من العادلة الثالثة لنحصل على العادلة (3). 


)1( 2ے و + XX‏ 


2 


)2( 5- = ×4-ر×4 


7 


)3( 5- = ,×4-ر4x‏ 
0 89 1 
بحذف المعادلة )3( التي تساوي المعادلة )2( حصل عل : 2= = ب + وک 
4 = X-رX‏ 
وهذا یکافیء 1 ۱ 2 + XX‏ ح إلا 
4- ,2 حي 
او 4 ے× 
5-4 = ز× 


عندئذ تكون الحلول بالصيغة : (,,5/4-ب ,3/4« تفرگ انلا تير رانا 
فمثلاً : (1/4,1(,)3/4,0,5/4-,3/4) تعتبر حلولاً لکن (1,2,3) و (3/4,2,1) 
لیست بعرلا : ۱ 
ليست جميع الانظمة الخطية قابلة للحل فمثلا النظام : 
21 و + يلا- با 
5 = ×2 + ر×2- ,2 
غير قابل للحل وذلك لأنه بعد ضرب العادلة الاؤلى في 2 نحصل على 
الطرف الايسر من المعادلة الثانية وھذا يودي الى ان 5-2 وهذا غير ممکن . لذلك 
يجب علینا معرفة الشروط التی جعا ل النظام الخطي قابلاً للحل وبعدھا نطور طرقاً 
٠‏ لایجاد الحلول وهذا ماسندرسه ف البندین (3,1) و (3.2). 


(3.1) الصيغة المصفوفية للانظمة الخطية 
Matrix Form For Linear Equations‏ 


لنكتب المصفوفات التالية : 


1۸۱ 


- تاو یرو "27 


المصفوفة A‏ تسمى مصفوفة المعاملات للنظام الخطي )٭( والمصفوفة B‏ 
كمعادلة مصفوفیة : ٠‏ ۱ 
و .۰ AX=B‏ 
هذه الصيغة تعرف بالصيغة المصفوفية للنظام اخطي (*). 
الان نوضح کف ان المعادلة ( عي ) تعطينا تحویلاً TERRELL‏ 
وبدراسة ذلك التحويل الخطي نستطيع معرفة معلومات عن قابلية حل النظام 
رن ۱ 
ناخد مدورة طري العادلة ر( عم ) فنحصل عل 
XT AT = BT‏ 
وبالتة لتفصيل نحصل عل المعادلة : 


a 7 7 2‏ 
2 تشد کس دم .2 


آر )را ,... ٦ = (b,,‏ لی بوڈ (X1‏ 


2 92 ای‎ Ann 


باعتبار المصفوفة "۸ ذات الدرجة 11×81 مصفوفة تحويل حطي 
7 مب "1:18 بالنسبة للقواعد الطبيعية نحصل على البرهنة التالية . 


1A۲ 


مبرهنة (3.1.1) : 


النظام الخطير») يكون قابلاً للحل اذا وفقط اذا كان المتجه (م‌ت ,...,,5) 
کنا الى صورة التحویل الخطی "۸ م ۲:۴ الناتج من الصفوفة "۸ 9 
للقواعد الطبيعية . اي اذا وفقط اذا 1۳1 © (ہطا ,... (D,,‏ . 


البرهان : 

نلاحظ اولاً انه باستعمال القاعدة الطبيعية الى ۸ فان كل متجه يساوي 
متجه احداثياته وذلك لكل کا . 
بمراجعة المبرهنة (2.4.2) نحصل على مايل : 

اذا كان (× ,...,,*) =2 متجهاً في ٩"‏ فان متجه احداثياته بالنسبة 
للقاعدة الطبيعية يكون مساويا له وبالتالي يكون متجه احداثيات (7)2 مساوياً الى 
"۸ ( تذكر ان ۸۳ مصفوفة 1 بالنسبة للقواعد الطبيعية ) . لکن متجه احداثيات 
(2) بالنسبة للقاعدة الطبيعية يكون مساوياً له ..اي ان 
ZA‏ -(1)2 
لكن النظام الخطي («) هو نفسه المعادلة ےکر واي حل للمعادلة عم یکون حله 
للمعادلة "( عي ) وبالعکس . هذا يعني ان النظام (*) يكون قابلاً للحل اذا وفقط 
اذا وجد متجه (مکلور... )2 في "11 يحقق ام‌ا,...,,ط) = 2۸۵7 . اي ان 
رط ,...ورط) -(1)2. 

هذا يعني ان النظام (*) يكون قابلاً للحل اذا وفقط اذا 

ImT‏ 6(رط,...ورط) 


وو 

المبرهنة اعلاه تبدو جيدة لكن من الناحية النظرية حيث انه كيف يمكننا 

معرفة ما اذا كان التجه (ي8 ,... ,رتا) منتمياً ای ا ام غير منم وذلك برؤية 

مصفوفة العاملات ۸ الحقيقة ان الاجابة بسيطة . لنحاول ولا ادخال بعض 
الرموز . ضع 


١م‎ 


A, = (81 و۰۰۰ ہ91‎ a) 


A, = (831g وة‎ ۰ ann) 


هذه عبارة عن 1 من التجهات في "۸ وهي تمثل اعمدة المصفوفة ۸. 
اي انها تمثل صفوف المصفوفة "۸ وما ان "4 اعتبرت مصفوفة تحويل حطي 
۳ + "7:80 بالنسبة للقواعد الطبيعية فذلك يحتم الحصول على : 
T(E) = A‏ 


T(E,) =A 


T(E,) = A 


حيث ان (0,,0,..,1,0,..,0) = ز8 متجهات القاعدة الطبيعية . الان 

نلاحظ ان مجموعة المتجهات [(م E T(E‏ ] تولد 1۳۲ وذلك لان 

E ,...,‏ قاعدة الى ”۸ و 1 تحويلاً خطياً . عليه فان ا جموعة,ھ...,,۸] تولد 

7 وحتی يكون التجه ( 0,,۰) منتمیاً ا 1883 یجب ان يكون ترکیباً خطياً 
من المتجهات As. A‏ . 


ماتوصلنا اليه ء يمكن التعبیر عنه بصورة افضل بعد تقديم التعريف التالي . 


تعريف : 

اذا كانت ( .)=4 مصفوفة ذات درجة ×0 فان فضاء الاعمدة 011202 ©) 
(50866 للمصفوفة ۸ يكون ذلك الفضاء الجزثي من 2 الولد من قبل اعمدة 
المصفوفة : 


A = وربة)‎ 3۰۰93 ( 


( ۰۰۰3ء ري3 وورة) د A‏ 
A, = (4q 5°)‏ 


۱۸ 


التي تعتبر 8 من المتجهات في ”1 


مثال (1) : ماهي التجهات ال لتي تمثل اعمدة المصفوفة : 


< 
11 
دع سل ه 


وما هو فضاء الاعمدة للمصفوفة اعلاه . 
الحل : المتجهات التي تمثل اعمدة المصفوفة هي المتجهات : 
(1,0,4 رب ,2( ہے 0 
(1,0 ,1 ,ا) = 
في “2 . ان فضاء الاعمدة للمصفوفة ۸ هو الفضاء الجزثي من 284 الذي يحتوي 
كل التركيبات الخطية للمتجهين اعلاه . اي 
(2a + b,-a + b,b,4a)‏ = يفط +2۸ 
وهذا يعني ان فضاء الاعمدة الذي نرمز له بالرمز ١‏ يكون : 


N= ۶ ) :وروت‎ ×,  )1/2( + ر×وړ×‎ = )- 1⁄4)x, +X, 3 
N=f(x XX 120 پا‎ 2 =0 , 4X, + x - 4; =0 [ 


من النقاش اعلاه يمكننا الان تدوين النتائج التي حصلنا عليها بالمبرهنة 
التالية . 


مبرهنة (3.1.1) : 
افرض ان 


3×, + A,X, + eee + 2ة‎ =b, 
ہمہ + موی4 + ری‎ + a, , <8 
9 


رط = ,8 + ۰۰۰ + والويية + رارق 


2 


نظام معادلات خطية 3 ضع 


9. 32 Ain 2 0, 
dy. 2 ۰ 
21 2 2n 5 
A=) ,2۶ = B= 
۱ 3 1 9 
232 2 


ml m2 ۰ ۵ 


عندئذ یکون النظام اعلاه قابلاً للخل اذا وفقط اذا كان التجه 
(رط,...,رط) >8 في فضاء الاعمدة للمصفوفة ۰۸ اي ان المتجه 8 یکن أن 
يكتب كتركيب خطي من المتجهات التي تمثل اعمدة المصفوفة 4 . 


مثال (2) : 
قرر فيما اذا كان النظام 
1 = 2 + را + × 
3- = و2 رک + ز×د۔ 
Xt 3×, + 25-35 =2‏ 
قابلا للجل . 
الحل : ان قابلية النظام اعلاه للحل تعتمد على مدى امكانية كتابة المتجه (3,2-,1) 
كتركيب نحطي من المتجهات التي تمثل اعمدة مصفوفة النظام 1 


۸ 


مم 
بی 
3 
ف 


ولتي تكون : 
(3-,1-,1-) < رھ و(2,2-,2) = A,‏ ,)1,1,3( < ره (1,1-,1) = A,‏ 
لاحظ ان ,28 - به و ر4-= پھ وبالتالي یکون فضاء الاعمدة مولداً 
من قبل التجهین ۸,4 . فاذا كان ۱ 
=a )1,-1,1( + b )1,1,3(‏ )3,2-,1( 
فان 1> ۹+5 
b= 3‏ + و۔ 
2= 30 + 2 
نلاحظ أن مایحقق العادلتین الاولیتین اعلاه لايحقق الثالثة وهذا یناقض 
مفهوم ا حل الذي ذکرناه . اذن النظام اعلاه غير قابل للحل . 
بعد هذا الاستعراض العام نجزيء دراستنا للمعادلات الخطية الى جزئین 
فنناقش اولاً انظمة المعادلات المنجانسة ثم انظمة المعادلات غير المتجانسة . 


(3.2) : انظمة العادلات الخطية المتجانسة . 

Systems of Homogeneous Linear Equations 
تعريف‎ 
نظام العادلات الخطية 36-78 4(مكتوب بالصيغة المصفوفية ) یسمی نظاما‎ 


متجانساً اذا وفقط اذا كان 


AV 


سنناقش في هذا البند حلول النظام التجانس . 


مبرهنة (3.2.1) : 
افرض ان 0 = ×۸ نظام معادلات خطية متجانس حيث ان ۸ مصفوفة 
ذات درجة 0×8 و × مصفوفة امحاهیل ذات الدرجة 1×1 . عندئذ تکون مجموعة 
الحلول [(,5,,....,5)] ± 5 هذا النظام عبارة عن فضاء جزثي من ”2 واذا كان 
T:R" — R"™‏ 
التحويل الخطي الذي مصفوفته بالنسبة للقواعد الطبيعية تكون 7ه فان 
٩ < Ker T ۱‏ 


البرهان : ٠‏ 
اذا کان × وايلا ان للظ_ ام 0->٤ھ‏ فان 
0-0 +0 ح AX, + AX,‏ > رركا + A(X,‏ 
واذا كان ۲ اي عدد حقيقي فان 
A(rX)J=rAX, =r.O=O‏ 

عليه يكون کل من ر× + × و ,226 حلا للنظام وبالتالي تكون مجموعة حلول النظام 
عبارة عن فضاء جزٹی من "6 ۱ 

اذا لاحظنا ان ۸220 اذا وفقط اذا 7787-0 فيكون 
(ر۹....٩)‏ = X"‏ للنظیام 2۸20 اذا وفققط اذا كان 
(0:..,0) = (م۰)8,,..,9 اي ان المتيجم 8,. ۰ ) ينتمي الى )KerT‏ راجع 
المبرهنة (3.1.1) 5 


(و.ه.م) 


۸۸ 


ندرج النتيجة البدیہة التالية 


نتيجة (3.2.2) : 
۱ التجه الصفري (0,0,..,0) یکون دائماً حلاً لاي نظام متجانس . وهذا 
ا حل یسمی با حل العافه «(Trivial Solution)‏ 
بذلك يكون من المهم البحث عن حلول غير تافهة (Non - Trivial‏ 
(5011111085 لانظمة العادلات الخطية المتجانسة . وسوف نلخص حل هذه المسألة 
بالمبرهنة التالية . 
مبرهنة (3.2.3) : 
النظام المتجانس 
0 > ری 2 + ...+ a,x)‏ + ركارية 


0 = مره + ... + مالررة + ري3 


0 = .3 + ۰۰۰ ۲ وكاو an‏ رم8 


الذي يحتوي على "1 من المعادلات و 7 من ا جاھیل لديه دائماً الحل التافه 
(0,...,0) = ( 6 :۰۰۰:) واذا كانت ۲ = بعد فضاء الاعمدة لمصفوفة النظام فان 
انظام اعلا جلاک حو من لل الستقلة دا ولتي تکون سول غير ناه 

ر تذکر دائماً ان اي حل لاي نظام معادلات خطية عبارة عن متجه في 
"2 ) وعلن وجه الخصوص؛ اذا كانت ۷ =۲ فان للنظام فقط ا حل التافه . 


البرهان : 


ا جزء الاول حول ا حل اف فبديبي . . بمراجعة او )1 .1 .3( یتضح أن 
فضاء الاعمدة الذي هو فضاء* * جزيي من 77 يساوي تماماً صورة ة التحويل الخطي 
۰ چڑ مب ”7:2 الذي مصفوفته بالنسبة للقواعد الطبيعية تکون ۸۲ حيث ان ھ. 


۱۸۹ 





هي مصفوفة 4 النظام, . هذا يعني ان (1۸7)صتنة 
الخطي 1. لكن 


رتبة 1 + صفرية 1= 5 


>) اي ان ۲ تساوي رتبة التحويل 


اذن : صفرية ] - 1-1 

لکن صفرية ۲ = (6671) 1٥‏ و 116٥٥٥٥‏ = فضاء الحلول للنظام التجانس حسب 
المبرهنة (3.2.1) . 

اذن يكو ن هنالك 2-58 من الحلول غير التافهة وهو مايساوي بعد فضاء الحلول . 
عندما ۲< فانژ0]- 7 وبذلك يكون الحل التافه هو الحل الوحيد . 


ڈو و 


نتيجة (3.2.4) : 


اذا كان > 0ء اي ان عدد المعادلات اقل من عدد ا جاھیل فیجب 
یجود حلول غير تافهة للنظام 
البرهان : 
ما ان التحویل اخطي “۸ < ۲:۸۳ فان 
dim (ImT)& ۰‏ = رتبة 1 دع 
عليه يكون > rm‏ وبالتالي یکون 2-7 عدداً نا وهذا يعني وجود حلول غير 


تافهة . 


(و . ه.. م ) 


نتيجة (3.2.5) : 


اذا كان ردص فان النظام لدیه حل غير تافه اذا وفقط اذا كانت 


البرهان : 
يكون للنظام ۸36-0 حل غير تافه اذا وفقط اذا كان [10 # 1677 
وذلك حسب المبرهنة (3.2.3) . الان "۸ م "1:8 ( تذکر "=١‏ ). بذلك 
يكون [0] ۸۵۲ اذا وفقط اذا لم يكن 7 تشاكلاً وذلك حسب النتيجة (2.3.4) 
وهذا يكافيء كون مصفوفة 7 بالنسبة لاي زوج من القواعد مصفوفة غير قابلة 
للقلب وذلك حسب النتيجة )2.4.4( اي ان AT‏ مصفوفة غير قابلة للقلب وعليه 
تكون ۸ مصفوفة غير قابلة للقلب . 
۱ (و.ه.م) 
ملاحظة 


1 نذکر القاريء بان المصفوفة المربعة ۸ تكون غير قابلة للقلب اذا وفقط اذا 
0-(۸ كذلك فان 1۵7-۸ 
2 ان الحالة التي یکون بها عدد العادلات اکبر من عدد ا جاھیل (2 < ۲) 
تم على ان (70-0) من العادلات ليست جديدة واما تعتمد خطيا على 
باقي المعادلات وذلك لانه لايمكننا الحصول على اكثر من 70 من التجهات 
المستقلة خطياً في ”۸ . 
ان جميع النتائج اعلاه عبارة عن وصف مجموعة حلول النظام المتجانس» 
لكن كيف يمكننا « ايجاد » جميع ا حلول لنظام متجانس يغطى لنا ؟. الطريقة 
الاساسية تسمى طريقة كاوس للحذف (12261082مطذاء 081055) وتتلخص باختزال 
النظام الى نظام اخر مكافيء له ( اي لديه الحلول نفسها ) لکن هذا النظام المكافيء 
يكون بسیطاً يمكن رؤية الحلول بسهولة . 
المفتاح للطريقة اعلاه يكون بملاحظة ان اجراء احدى العمليات التالية 
على اي نظام معادلات خطية سوف ينتج نظاماً مكافاً » بغض النظر ان كان النظام 
1 استبدال معادلتين . 
2 جمع مضاعف معادلة مع معادلة اخرى . 


۱۹۱ 


3 ضرب معادلة بعدد غير صفري . 


انه لمن الواضح ان عملية من نوع (1) اعلاه لاتؤثر على مجموعة حلول 
النظام . ان عملية من نوع (2) لاتؤثر على مجموعة حلول اي نظام حطي مل : 


3X, + يكتوبة‎ + ... + a= P, 


©6 رتا = a,‏ + .... + وكاوية + ركارية 


ہرم = App‏ + .... + وكلوية + ركارية 


فلو افترضنا ان المعادلة 1 ضربت بالعدد ٤‏ ثم جمعت مع المعادلة ز لتحول 
النظام اعلاه الى النظام : 


بع وو 3 + ۰۰۰+ مالورة + ,کر a,‏ 
( ور ) tb,‏ + رما = ۴ی۵ا + x, + ... + (aj,‏ ليها + (a,‏ 


aX, ۳۰۰۰ + apan = ہرم‎ 

واضح ان اي حل للنظام(د)یکون حلاً للنظام ( بيج ) ( اضافة مقادیر 

متساوية لاخحری متساوية تنتج متساوية ۲ على العكس لو كان (ر۹ء...,6) X=‏ 

حلاً للنظام ( عه ) كلحقق کل معادلة من معادلات(+6 ماعدا رما العادلة [. تحقیق × 
للمعادلتین ,1 من النظام ( ع ) ينتج : 


2, 


b,‏ = ,9یہ8 +.... + رو 


(a, + ta,,)S, = D; + tb;‏ + ..... + رها + ررة) 


الان لو ضرینا العادلة الاولى ب (1-) وجمعنا الناتج مع العادلة الثانية لحصلنا على 


۱۹ 


25 ۰... S2 
في النظام جس‎  ةلداعملا‎ ×  )5,,..., ٩,( وبذلك يحقق‎ 
ان برهنة کون عملية من النو ع (3) لاتغیر حلول النظام تترك للطالب‎ 
. کتمرین‎ 
: يمكن تلخیص طريقة كاوس بالخطوات التالية‎ 


الخطوة الأول : بأعادة ترتیب امعادلات ان اقتضت الضرورة اجهى العادلة الأول 
معادلة حتویة على 


دما 2 أأناء 5" . ۰ IN Î‏ 3 2 ا ۳ ۳ ۱ 
الخطوة الثانية : اضرب امعادله ااول ی معجوس معامل )5 لکي تجعل معامل )۸ 
مساديا للواحد فى المعادلة الاول الحديدة 
و ۳ 3 0 7 


الخطوة الغالئة : احدف ,× من بقیة المعادلات . 


الخطوة الرابعة : ثبت المعادلة الأول واعا ت الثلاثة اعلاه بالنسبة ١‏ الى ر× 
الخطوة الخامسة :استمر هكذا الى ان تتوقف العملية . 
مکن تو ضيح الطريقة اعلاه بالمثال التالى : 
مثال (1) ناقش حله النظام التجانس 
0= ××2 
0 = 3 + 20× 
0 - 
2x, + × + 564‏ 
X= 0‏ + يلاك جر 
احل . الاحظ هنا ان المعادرة ااه ۱ ی لاختوي عل × لذلك نعید ترتیب المعادلات ومن 
الاغض ختيار المعادلة التی ب یکون مہا معاما 5 ما للواحد 1 
)1( 0 2 ×3+ی×2۔ 
)2( سی 20 2 


١5 © 


2x, +X, + 5X, 0ح‎ 


+X, =0 ...(4)‏ يك + رد 

نبدأ الان بتطبيق الخطوة الثالثة وهی حذف ,× من بقية المعادلات . 
X 2X, + 3 =O ۰ (1)‏ 

(2) 


2× > 0 7 
5×× =0 


2 + 4× =0 


)3( = -2)1( + )3( 
. .. )4=)1(+)4( 


حيث ان (3) +(2)1--(3) تعنى ان العادلة الثالثة الجديدة حصلنا 
عليها بعد ضرب المعادلة الأول في 2- وجمعها مع المعادلة (3) . بضرب المعادلة الثانية 


في 1/2 محصل على النظام . 
(1)....مه م31 2 
(0.....)2 ع بع (1/2) ¬ رل 
(3).... 0 = ×-×ڈ 
O° (4)‏ = ولاك + 2K,‏ 
نبدأ الان بحذف ر× من المعادلتين (3) و (4) فنحصل علٍ النظام 
3X, =o (1)‏ + و2 
x~(1/2 =o . (2‏ 
=o . -5)2( + )3(‏ بي3/2(8) 
(4) + (2)2- 0< ×5 


3 
المعادلتان الاخیرتان تودیان الى 0 × وبالتعويض في المعادلة الثانية 
نحصل على 0 =× وبالتعويض في المعادلة الاول نحصل على 0= ×. هذا يعني ان 
النظام يمتلك فقط ال التافه ( الحل الصفري ) . 


مثال (2) : 
اوجد قاعدة لفضاء الحلول للنظام التجانس 
0 << ر۸ + بر + Xx‏ 


2×, + 3×× =0 .)2( 
۱۹ 


Xx + 3X, + پورگ‎ =0 ....)3( 


1 5 فی ی 
الحا : نلاحظ کا 30 تہ یداه اعلی من عدد انجاھیل وعليه فان النتيجه 
ڑے۶ نار 


۱ وید ا 
(3.2.4) ت کل وجوه حون غير تافهه للنظام اعلاه . 
لعاد تعن الثانية والثالئة فد 9۳ و لزج 2 ها ی ۶ 


توافت 3 ا امعادلتین 1 
(0..01 عم + XX‏ ۳ بط 


X + 208-30 = 0....-2)1( + )2(‏ 
(2) +(1). .اب شا نز 


هب اا اة 
تخانية ثم تعذف ولا من العادله ۶ 


رصنا ١ i‏ ھ هی ب 
)1( سس 0> Xj + ×× FX‏ 
)2( س0 > ,25-3 + ولا 
)3( ا 0 < 12 + -4X,‏ 


عملية الحذف تتوقف الان. من المعادلة الاحیرق نحصل على ,38 - و× 

بالتعويض في المعادلة الثانية نحصل على 

× = -2× + 3%, <-2)3<( + 3, = -3× 

وبالتعويض في المعادلة الل حصل على 
,×5 ع رک ×4 + (ی×3۔)- = روط + ی × 
نلاحظ هنا ان جميع المتغيرات قد كتبت بدلالة المتغير پل . عليه يمك 

وصف فضاء اخلول کا با 

5 کم ک3 3 م5‎ : Xx ,€R} ١ 


عند التعويض عن × باي قيمة غير صفرية ولتکن ن مغلا 1 =× حصا ل على الحل 
 )5,-3,3,1(‏ × الذي يكون قاعدة للفضاء 5 . 
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رم OT‏ ور 1 و ما در رو رو 

1 ےہ جا کک حاون لحا م الانضمة امتح نسه التالية : 
رأ : 0= 2+2 
Ww =0‏ + 4۷-۵72 + 3- 


y + 37-40۷ = 0 


(ب) : 0 = 37+ 2۷ جع 
0= 21-1-572 

x +7۷ +۱42 = 0 

۲-8۷-1۱97 = 0 


3× + 2×, + ××× 0 : )=( 
XK +X + 4 3= 0 
2x, + ح2 + ر × + ,×5-ر×3‎ 0 


1-2 + 4Z + W ری : 0 ع‎ 
3x + 4۷-2-2۷ = 0 
X + 8۷-57-40۳ = 0 
-3 + y-2 Ww =0 

2 جد قى ۷ التي تبعل النظام التالی يمتلك حلا غير تافها . 
X-2y +Z=O‏ 
2x + ¥-Z= 0‏ 
-X + ky-4Z= 0‏ 

3 ناقش حلول النظام : 

+۱۷ + 2-0 
+2 =0 


۱۹ 


و = 1-۷-2 
X-ky + 2 < 0‏ 
ودلك لقم ختلفه الى > . 
4 جد فضاء الحلول للنظام : 

2×,-3×-×.+× ٥ 
3×, + 4-4-3 = 0 
۱7-5-90 

برهن على وجود حل واحد فقط من الحلول اعلاه يحقق ايضاً نظام العادلات : 


- = × + با رخا + و 


3 = ےرک رز 

5 جد بعد فضاء الحلول لكل من الانظمة التالية : 
X + 2۷-21-20 ( 1 2‏ 
=O‏ 1-۷ 
(ب) 0 = 42 + 32-2۷ 
(ج) 0 - x-2y + 2+ 3W‏ 
2X + 7-۷ = 0‏ 


3x + 42-۷ + W =0 


6 جد مجموعة حلول كل من الانظمة المتجانسة التالية : 
رآ 0 2 + ۲-۷ 
x+y =o‏ 
x+y+Z=0‏ 


2x + 6۷-7 + ۷ =O (ب)‎ 
X-J + 2-۷ - 0 


-X-3y + 372 + 2W =0 


3x +y-Z=0 (ج(‎ 
- +1۷ + 2-0 
27-۷-32 = 0 


۲-2۷-72 = O 


(3.3) انظمة المعادلات الخطية غير التجانسة 


Systems of non - homogeneous equations 


تعريف : 

نظام المعادلات الخطية 8 = ×۸ ( مكتوب بالصيغة المصفوفية ) یسمی 
نظاماً غير متجانساً اذا وفقط اذا كان 0 # 8 . 

لقد لاحظنا في البند (3.2) وعل وجه التحدید في مبرهنة (3.2.1) ان 

مجموعة حلول اي نظام متجانس مکون من 7 من العادلات ب 8 من انجاھیل تکون 
فضاءاً جزئياً من "8 وهذا يعني | ن جمع اي حلين يعطي حلاً جدیداً وضرب اي 
حل بعدد يعطي حلا . السؤال هنا حول طبيعة حلول النظام غير المتجانس . المبرهنة 
)1 .3.3( ادناه تعطي مايشبه مبرهنة (2)3.2.1 حول طبيعة جموعة حلول النظام غير 
التجانس . 
مبرهنة (3.3.1) : 

اذا كان (,5,...,رع) = × حلا ثابتاً للنظام غير التجانس 8 = ×۸ فان 
اي حل آخر يجب ان یکون بالصيغة ۷ + ی٭حیث ۷ اي حل للنظام 0> ۶ھ . 


البرهان : 
ما ان م26 یکون حلاً للنظام 8 = ×4 اذن 8 = ,×4 . افرض ان ۷ 


حل للنظام 0 = ×۸ . اذن 0 = ۸۷ . عليه يكون : 


۱۹۸ 


A(X, + Y)= AX, + ۸۷ = 8+0 8‏ 
بذلك یکون ۷ + ,× حلا للنظام 8 = ×۸ . 
هذا يعني ان جمع حل للنظام غير المتجانس مع حل للنظام التجانس 
التابع له ینتج حلاً جديداً للتظام غير المتجانس . 
لنفرض الان ان ,× یکون حلا آخر للنظام 8 =۸ سوف نرهن على ان 
۷ + ,×= × لبعض لآ حل للنظام © = ×۸ اولاً لاحظ ان 
(XX)‏ + و6 X‏ 
ضع ,6-6( = ۷ ولاحظ ان 
AY= ۸,۸ = AX, -AX, = B-B =O‏ 


بذلك يكون ۷ حلاً للنظام © = ×ھ ويحقق ۷ + ,×= × . 


(و هد م) 

المبرهنة اعلاه تنص على ان ايجاد حل واحد فقط للنظام غير التجانس 

8 - ×4 وليكن ,ا وايجاد جميع حلول النظام التجانس التابع له 0 = × يتيح لنا 
وصف جميع حلول النظام غير المتجانس بالصورة : 

5+ :لا‎ AY =0, AX, =B} 


م26 يسمى حلاً خاصاً (000اا50 :13نء9:11©) . ۷ يسمى الحل العام للنظام 
التجانس (0626723[150110102). عليه فان الحل العام للنظام غير المتجانس يساوي 


مثال (1) : 


جد ا حل العام للنظام غير المتجانس 9 
[ و6 + وکا + رک 
2 جج + و26 + لا + رلا 
3< پک3 + ڕX‏ 


۱۹۹ 





الحل : لدينا ثلاث معادلات بست متغيرات وهذه المعادلات بابسط صيغة من حيث 
طريقة كاوس» اي ان × محذوف من المعادلتين الثانية والثالئة و ر× محذوف من 

المعادلة الثالثة . بذلك نستطيع ان نجد الحل مباشرة وذلك بکتابة : 
,3-3 حي 
2-۱-2 ح ولا 
و 1-6 رک 

بوضع 0 = × = ولا = را حصا على حل خاص وهو 

X= )1,2,0,3,0,0( 

الان نحاول ایجاد الحل العام للنظام المتجانس التابع للنظام العطی . 
Xx + 1 =O‏ 


X + ول‎ + 2 +X =O 


X4+ 3x, =0 

ا لحل يكون ,×3-= ز× 
-X-2× “×‏ =ر×X‏ 

وک ولد = × 


بذلك يكون المتجهات الثلاثة 
)1,1,0,0,0-,1-( ع A,‏ 
(3,1,0-,2,0-,1-( = رھ 
A, = )0,-1,0,0,0,1(‏ 
قاعدة لفضاء ال حلول للنظام المتجانس . عليه فان ا حل العام للنظام غير المتجانس 
يكون بالصيغة 
بی + يهط + ,هه + ( 1,2,0,3,0,0) = (SS88‏ 
وهذا يعني ان اي حل للنظام يمكن الحصول عليه باختيار قم مناسبة 
للاعداد 8,5,6 . 
مثال (2) : 


جد الحل العام للنظام غير المتجانس 


۲۰۰ 








1= »22 + 3-2-۲ + رب 

2 < و4 ۲ و 6-42 + 2x,‏ 
1- = و + 2 ر36 +۳ 
4= و + × + ر×6 + 2x,‏ 


الحل: نطبق طريقة كاوس لتبسيط النظام اعلاه. نحذف ,× من المعادلات الثانية 
والثالثة والرابعة فنحصل على النظام المكافيء . 

1= و2 + ڕ× - و26 ¬ ر×3 + إلا 

0 =0 

2 سے 6 ¬ 2 

2= ,×4 - × + و33 


والان نستبدل العادلة الثانية بالرابعة ونضرب العادلة ا اة ب 
5 ثم نحذف × من العادلة الاولى . نتيجة هذا كله تکون : 
5 مُ×(2/5) + %(3⁄5) - ر×3 + ,ا 
5 = ×(4/5) - ,×(1/5) + ون 
2- = ×2 - ×2 
0=0 
الان نضرب العادلة الثالئة ب 1/2 ثم نستخدم المعادلة الناجة لحذف ,× من بقية 
المعادلات : 
5 = (1/5) - 3 + رن 
5 = ×(3/5) - وا 
]ےا رہد ما 
0-0 


الطريقة تتوقف الان . لغرض ا حصول على حل خاص نعوض عن و باي 
قیمة فنحصل عل وہ من المعادلة الثالثةو وذۃ من المعادلة الثانية : والان تعويض- ار 
عن وه باي قيمة بعطي 2 من العادلة الاول . فعلی سبیل الثال لو اخذنا ۶2 و 
0رد لحصلنا عل 21 و + 1- = × 





5ھ ,*(3/5) + 3/5 = ب 
x, = )6/5( - 3×, + )1/5(,‏ 
5 - 
وبذلك يكون (8/5,0,9/5,1,2) حلاً خاصاً . ان النظام المتجانس التابع للنظام 
الكل ہت له کاس مز 
(1/5)x, =0‏ - و3 + x‏ 
x, - )3/5(*,<0‏ 
0 $× ¬ × 
والحل العام یکون ×= 7 
,×(3/5) = ڕ× 
x = - 3×, + )1/5(,‏ 
بذلك تكون المتجهات 
A, > )-3,1,0,0,0(‏ 
A, = )1/5,0,3/5,1,1(‏ 
قاعدة لفضاء حلول النظام المتجانس وعليه يكون الحل العام . 
bA,‏ + ,2۵ + (8/5,0,9/5,1,2) > ,8,8 روك رر5ى5) 
b,2 + b)‏ + 3/5(0,1) + ۵,9/5,ط(1/5) +38 - 8/5) = 


کا رأينا فان حل اي نظام يتطلب حسابات كثية . يمكننا تقليل الجهد 
الى حد معين بملاحظة انه لاضرورة ولا حاجة لنقل المتغيرات ی مراحل طريقة 
كاوس . الصيغة المصفوفية تسهل هذه العملية . 

لو اعطینا نظاماً خطیاً 8> ۵۶ء فيمكننا تكوين مصفوفة جديدة 
[8:ھ] . 

وذلك باضافة عمود جدید هو 8 على يمين الصفوفة ۸ وبذلك نحصل 
على مصفوفة جديدة تسمى المصفوفة المصعدة للنظام (Augmented AX = B‏ 
Matrix)‏ „ ۲ 
الا العمليات الثلاث السابقة الذكر والتي نستخدمها لتبسيط انظمة المعادلات 





سوف تقابل العمليات التالية على المصفوفة المصعدة . 
(1) : استبدال صفين . 
(2): جمع مضاعف صف مع صف آخر . 
(3) : ضرب صف بعدد غير صفري . 


مثال (3) 


المصفوفة المصعدة للنظام الخطي نی مثال (2) تکون 
1 : 2 1 2- 3 1 
2 : 4 2 4- 6 2 
10:1 2 13 
4 : 0 61-1 2 


سنحاول اجراء عملیات ممائلة لتلك التي اجریناها في مثال (2) لکن على صفوف 
المصفوفة الصعدة . 


13 -2 [21 3 
00 0 0 0 : 0 5-21, 
0 002 2 : 2 8-5 
0 0 51 4 : 2 13-25 


حیث ان ,28-یب تعني الصف الثاني مضاف اليه (2-) في الصفت الاول 
وهکذا . نستبدل الصف الثالي بالرابع ثم نقسم الثاني الجديد على 5 . 


1 3 2 -1 2 8 1 ۳ 
1 
0 0 1 1/۹ ۰.7/5 : 5 1/5 R, 
۱ 3 
0 0 0 0 0 0 1۲ 


,28 + رع 5 : 2/5 3/5- 0 3 1 

0 0 1 1/5 4/5 : 5 5 

0 0 0 [1 4#. إلى‎ (1/2)R, 

0 0 0 0 0 : 0م‎ R, 

1 3 0 0 -1/5: 6/5 | R,+3/5)R, 

0 0 1 0-3/5: 3/5 | RX1/SR, 
ا‎ 

0 0 0 1 R, 

0 0 0 0 0 0 R 


4 


ان النظام الخطي الذي يقابل هذه المصفوفة سيكون 
5 = »»*(1/5)-3 + × 
5 = ×(3/5)۔× 
1- = و 
0=0 


وهذا هو النظام المبسط نفسه الذي حصلنا عليه في مثال (2) لكن بجهد 
اقل حيث اننا لم نكتب المتغيرات في كل مرة . 
مثال (4) : 


٠‏ ناقش حلول النظام 
8 ےک 3+ 2 + 
1-- ڕ×-ر×3-,×2- 
1 = ×4 + يناك + Xx,‏ 


الحل : الصمفوفة المصعدة للنظام اعلاه 


8 : 1 2 1 
1 1 وت 2 
21 : 4 4 1 


والان نجري العمليات الصفية ا بضرب الصف الاول 5 )2( 
على : 


1 2 1 : 8 
كنا‎ 
١0 1 1 : 5 
۹+ 2, 
0 2 3 : 3 
۱ RR, 


۲ الصف الال للصف الثالث نحصل على 


ثم 
1-21 2 ْ 0 


0 3 5 R,-2R, 


o 
ہ‎ 
2 


بضرب الصف الثالث في (1-) واضافته الى الصف الثاني ثم جمع الصف الثالث مع 


الاول نحصل على : 
٠ R +R,‏ 3 0 
: 0 1 0 
بر ۱ 
5 ر 1 0 0 


ان النظام الذي يقابل هذه المصفوفة المبسطة يكون 


وهذا يعني ان للنظام غير المتجانس حل واحد فقط هو 


مثال (5) : 
3 سے 2-3 ۶ 
2- = لا + رلات 2 


7> 4 + ×3× 
الحل : الصفوفة المصعدة للنظام اعلاه تکون 
3 : 3- 2 1 


2-11:-2 
1 -3 4 7 





بضرب الصف الاول فی (2-) واضافته للصف الثاني ثم ضرب الصف الاول في (1-) 
واضافته الى الصف الثالث نحصل على : 


۰5 3 : 12-3 
رک2- و 28 7 5- 0 
رک وک 6- : 7 5- 0 


بضرب الصف الثاني في (1-) م اضافة الصف الثاني ديد الى الصف الثالث 
وضرب الصف الثاني الجديد في (2/5-) واضافته للصف الاول محصل على : 


٩ R, +)2/5(‏ : 1/5- 0 1 
رگ 28 : 7 5 0 
R,-R,‏ ۰: 0 0 ۱0 
۱ 5 
ان نظام المعادلات الذي يقابل هذه المصفوفة المبسطة هو : 
5 = (1/5) - × 


۱ 8= پ75 ی×ڈ 

0× = 2 

نلاحظ هنا ان المعادلة الثالثة تعني ان 22 -< 0 وهذا تناقض . هذا يعني 
ف البند الاول ذكرنا مبرهنة (3.1.1) التي ١‏ عطت خطا نوريا وكافياً 


لكي يكون اي نظام خطي قابلاً للحل . جمیع الانظمة التجانسة تمتلك حللاً لکن 
النظام غير التجانس 476-18 يكون قابلاً للحل اذا وفقط اذا كان التجه 8 منتمياً 
الى فضاء اعمدة المصفوفة ۸. ان عملية تبسيط المصفوفة المصعدة [4:8] بعمليات 
صفية تكشف عن عدم انتاء 8 الى فضاء اعمدة 4 وذلك بالوصول الى تناقض 
كالذي وصلنا اليه في مثال (5) اعلاه. سوف لن ندخل فی تفاصيل البرهان العام 
لان ذلك يتطلب منا الدخول في مفاهم جديدة كرتبة المصفوفة واختزال المصفوفات . 


تمارين (3.3) 


1 اوجد مجموعة الحلول لكل من الانظمة الخطية غير المتجانسة التالية : 
ر 2 < 2 + 1-۷ 
1= ۷+ 1 
2-3 + ۷+ ۱ 


2x + 6۷-2 + ۷ - 3 (ب)‎ 
X-J + Z-W =2 
-x-3¥ + 32 + 2W - و‎ 


(ج) 0 ۱۷-2 + 3x‏ 
2-0 + پر + - 

2-۷-37 =7 

2۷-2 = -2 

×+ y-Z-w = -1 (د)‎ 


3x + 4۷-2-2۷ = 3 
+ 2۷ +7 =5 


2 اوجد قم K‏ التي تجعل النظام التالي قابلاً للحل ثم اوجد مجموعة الحلول في 
تلك الحالة : 

x+ ۷۷-2 1 

2۷ +۷ +22 < 51 + 1 

۲-۷ + 37 = 4k +2 

۸-21۷ +772 < 101-1 


3 برهن على ان النظام : 
Xx, + 28, + 3× 3× = k,‏ 
وكا > ,×12 + 25-2 
رگا ع م5 + 8x,‏ + یه + 7x,‏ 
يكون قابلاً للحل اذا وفقط اذا ٥‏ = 9ا13 + 37k,‏ اوجد جميع الحلول عندما 
1= ,2< يعا,7 > رع . 


الفصل الراییع. 


القم الذاتية والتجهات الذاتية 
Eigenvalues and Eigenvectors‏ 


(4.0) مقدمة: 


اذا كان كل من ۷ و ۱۷ فضاء متجهات منتبي البعد «عبى ا حقل نفسه 
وكان ۷ - 1:۷ تحويلاً خطیاًء فقد برهنا في الفصل الثاني ( مبرهنة (2.5.1) ) 

انه بالامكان دائماً ایجاد قاعدة الى كل من ۷ و W۷‏ بحيث تكون 
مصفوفة 1 بالنسبة لذلك الزوج من القواعد بالصيغة الاعتيادية » اي بصيغة 
, بيطة . عندما يكون ۷۷ 0101 = 0101۷ فان مصفوفة 1 تكون مصفوفة قطرية . 

و حالة کون ۷ - ۷ فإنه ليس من الضروري إن نستطيع ايجاد قاعدة 
واحدة الى ۷ تستخدم في المجال وا جال القابل للتحویل ۷ مب 1:۷ بحيث ان 
مصفوفة ۲ بالنسبة لتلك القاعدة تکون قطرية وا موضح في المثال التالي ٠.‏ 

لنأخذ 2 مب 1:82 تحویلا خطياً معرفاً بالصيغة : (,-) = (10,۷ . 
لو اردنا ایجاد القواعد التي تجعل مصفوفة 1 بالنسبة لما بالصيغة الاعتيادية ( صيغة 
قطرية بہذہ الحالة ) لطبقنا الطریقة التي وردت في برهان المبرهنة (2.5.1) والموضحة 
3 المثال (1) من البند (2.5) . نلاحظ ان : 


6 (0,0) = (×,۷-( )1ع ۴7 
1 (1)0,0 = 
نكمل الى قاعدة الى ۸7 ر اجان ) ولتكن تلك القاعدة المكونة من 
A, = (0,1)‏ ,)1,0( = 
ضع : )1,0-( = T(A,)‏ ,ظط ,)0,1( T(A)=‏ = 
بہذہ الحالة يمكننا ان نستخدم القاعدة [يى ,14 في اغحال والقاعدة ,8 ,/18 في 


اس امقابل . جي تكون مصقوفة 1 بالنسبة للزو ج سح اعلاہ من القواعد بالصيغة 


لکن لاحظ ان ,۸ # ۸.1 8,۶ . 


0.0۲ تراد دراستبا في هذا الفصا ی لمسالة التالية : 


اذا كان ۷ هس 71:۷ تحویلا خطیا خطيا على فضاء منتبي البعد فمتى ولحت اي شروط 
يمكن ایجاد قاعدة واحدة الى ۷ تستخدم ۲ امال واغحال المقابل لک كي تكون مصفوفة 


ET 5 .‏ می 
1 مصفوفة قصرية ( ليس من الضروري ان تکون جميع عناصر القطر مساوية اى 


1 ). ۱ 
المثال اعلاه یوضهء انه ليست جمیع التحویلات تتمتع تتمتع بهده الخاصية . وذلك لانه فى 
ت٠‏ اك 0 5 ۳ 
حالة وجود قاعدة مكونة من المتجهين 
(رلا (x‏ ><ی۷۱۳۰۱,۸م×) = 


نعیث ان مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة اعلاہ تکون قطرية . 


فی ا 080 
ف به یتو جب عل 1 ان حهی . 


٢٦ہ‎ 


3,۸۱ درذه + رک ره )1 
فہة a,A,=‏ + ,20۰۸ (,1)۸ 


x)= a, (X1 ۲‏ ۷() 
a» (X3 ۷‏ چس xX)‏ مر ۷-) 
عند حا العادلتن اعلاه ينتج : 
5 5 _ 
=a ¥;‏ 8۳۴۰۸ 2-2 
x> 3¥‏ ہی8 =¥“ 
۲ ۳ 2 
اون دلا ك8 رل ۳ a,‏ - ,¥ 
۱ 5 2 اس ا ی ١‏ 0جو 
في حالة ۱,۶۶0 خصل على 1- = ,۵ وهذا تناقض» کذلك فانه في حالة © يلا 


۸ 27 5 5 5 
خصا ایضا على تناقض في العادلة 1- = ر4. 


لکن فی حالة کون 0= رلا و >٥‏ رل فان المتجهين ر۸ ,۸ یصبحان بالصيغة : 
(x, 0(‏ حديث ,)0 ,,) A,‏ 
وہذہ الحالة لايكونا نان قاعدة الى “3 . 
نستنتج من هذا استحالة وجود قاعدة الى 8 تجعل من مصفوفة 

“8 مب 1:8 المعرف اعلاه مصفوفة قطرية في حالة استخدام تلك القاعدة في 
نجال وا جحال القابل وهذا يوضح عدم بداهة أو بساطة المسألة المطروحة والتي 
ل الاجابة عليبا من خلال بنود هذا الفصل . كذلك فان عملية تمثيل تحویل 
"ا مب ۲:۷ بمصفوفة قطرية تنطوي عليها كثير من التطبيقات وتسهل کثیرا 
من ا مسائل کا سنرى في الامثلة المقبلة . سوف نری ان حا المسالة اعلاہ بعتمد على 
وجود متجهات ۷ ۸ غير صفرية واعداد قياسية ۸ غقق ۸ < =(۲)۸ هذا 
البو ع من المتجهات يطلق عليه اسم المتجهات الذاتية وتلك الاعداد القياسية 
ستسمی قم ذاتية للتحویل اخطي ۳ سندرس هذا في البند (4.1) م نناقش في 
البند (4.2) مسألة تمثيل التحویلات الخطية عصفوفات قطرية . اما البندین , (4.4) 


IN 


(4.3) فقد خصصالدراسة المصفوفات التشابية لبرهنة نظرية مهمة في الجبر الخطي 


(4.1) القم الذاتية والتجهات الذاتية والعادلة الميزة 
Eigenvalues and Eigenvectors and The Characteristic equation‏ 


اذا کان ۷ فضاء متجهات منتبي البعد وعلى الحقل ۴ فنعرف مایلی : 


تعريف : 


التجه غير الصفري ۸0 (467) یسمی متجهاً ذاتياً 
)Eigenvector)‏ للتحويل الخطي ۷ مب 1:۷ اذا وفقط اذا وجد عدد قيامي 
۳ بحيث: 


T(A)= XA 


تعريف : 
العدد القياسي ۲ يسمى قيمة ذاتية (1[860۷8106) للتحويل 


T(A)= AA 
: ملاحظة‎ 


حسب التعريفين اعلاه نلاحظ ان التجه الذاتي يجب ان يكون متجھاً 
غير صفري لکن لاشىء يجبر القيمة الذاتية بأن تكون غير مساوية للصفر . 


۲۱۰۲٢ 


عندما يكون 6۷ ۸ متجهاً غير صفري و ۸6۳ اي عدد قياسي 
T(A)= XA‏ 
فنقول بأن ۸ متجه ذاتي للتحويل الخطي ١‏ تابعاً للقيمة الذاتية 
ليس من الضروري ان تتواجد متجهات وقم ذاتية لاي تحويل خطي » کا 
في المثال ادناه . 


مثال (1) : 
التحويل ا خطي 7 مب 1:82 المعرف بالصيغة : 
T(x, = (CY, xX)‏ 
ليس لديه متجهات ذاتية ولا قم ذاتية » وذلك لانه اذا كان 
Ty) = A(x,y)‏ 


)-۷,( = A فان : (۷,ج)‎ 
Ax= -y : اي‎ 

x‏ ے یھ 
بالتعویض نحصل على المعادلتين : 


ہد و(ز +ثج) ,0 <(1 +22 ) 
وما ان 0 17 +22 فعلیه نحصل على ۱ 


X= 0,۷ 20 


هذا يعني عدم وجود متجهات غير صفرية (¥,×) تحقق (۷,×) ۸ > (7)×,۷. 


مخال (2) : 
جد القم والتجهات الذاتية للتحویل الخطي 87 م ”1:۸ العرف 
بالصيغة : 2y, 3+ 2y(‏ +×) = (لا,1)۲ . 


ہہ 


ال : لغرض ايجاد القم والمتجهات الذاتية للتحويل «cT‏ علينا ايجاد تلك الاعداد 
الحقیقیة ‏ التي تحقق : 
T(A)= XA‏ 
حيث ان 0 ۸ . اذا كان (,×) <۸ ء فان 
^A (x,y)‏ > (,10 
اي : ((2 (x + 2y, 3x5 + 2y( = ) x,‏ 
ھا يعني أنه يتوجب علينا معرفة شی يكون لنظام المعادلات 
/1۳ 
x 2‏ ^ = 2 + زر 
Ay‏ س 2۷ + 37 
حلاً غير تافه . النظام اعلاه يكافيء النظام التجانس : 
=O‏ 21 + ×رھ 1 
3x + (2-X)y= o‏ 
وهذا النظام المتجانس يمتلك حلاً غير تافه اذا وفقط اذا كانت مصفوفة النظام» 
مصفوفة غير قابلة للقلب وذلك حسب ( نتيجة 3.2.5 ). 


اي ان : 
2 - 1 
ات 3 
لکن: 
2 1-۸ 
6-(1-2()2-2) = 
۸ -2 3 
22-6 + 2-3۸ = 
4- 22-392 = 
(1 +2 ) (4-<) = 


۳۱ 





اذن تكون القم الذاتية الى ۳ تلك القم التي تحقق المعادلة 
o ۱‏ = (4)2+1-<2) 
اي : 
A= 4 A= -1‏ 
الان يجب ایجاد التجهات الذاتية التابعة لتلك القم . 
هذا يعني حل النظام المتجانس : 


2y =0‏ + ×3- 
0 < 20 ۔× 3 
في حالة ۸3-4 . وحل النظام التجانس : 
2x + 2۷ <‏ 
0= 3۷ + ×3 
في حالة 1- >۸ . ۱ 
. النظام الاول يكون حله : ×(3/2) = y‏ 
والنظام الثاني يكون حله : ×- = ل 


وبأخذ 2 = × في النظام الأول و 1 = × في النظام الثاني نحصل على : 

المنجه (2,3) =۸ يكون متجهاً ذاتياً تابعاً للقيمة الذاتية 4= ۸ . 

التجه (1,1-) =8 يكون متجهاً ذاتياً تابعاً للقيمة الذاتية 1- -.2 . 

بذلك تكون القم الذاتية للتحويل 7 عبارة عن 4 و 1-» وان جميع المنجهات الذاتية 
التابعة الى 4= ۸ تکون مضاعفات للمتجه (2,3) 4. اما المتجهات الذاتية 


0 التابعة الى 2-1 ۸ فهي مضاعفات للمتجه (1,1-) =8 . 


يبدو ان عملية حساب القمم الذاتية لتحويل خطي ۷ + 1:۷ عملية 
طويلة ومتشعبة لکن الحقيقة عکس ذلك وذلك لانه لاتوجد لدينا في الوقت ا حاضر 
اي طرق لاتجادها وانما استخدمنا التعريف فقط . 


المبرهنة التالية عبارة عن الخطوة الاولى لایجاد طریقة سريعة محساب القہ الذاتية . 


۳۲۱ ۵ 


مبرهنة (4.1.1): 
اذا كان ۷ حل 7:۷ تحويلاً خطياً وكانت 1۷۲ مصفوفة 1 بالنسبة 
للقاعدة A‏ ,... ,هع =6 و *۷ مصفوفة 1 بالنسبة لقاعدة اخرى 
ثيك .... ,* رم = *6 فان : 
det 0۷- XD = det (M* - AD‏ 
وذلك لاي عدد قيامي 2 ۰ قثل المصفوفة المحايدة . 


البرهان : 

ما ان M‏ و *1* مصفوفتان لتحویل خطي واحد لکن بالنسبة لقواعد 
مختلفة » فعليه توجد مصفوفة قابلة للقلب 78 تحقق 1 = M*‏ 
وذلك حسب المبرهنة (2.5.2) . 
الان نلاحظ : 


det (M* - AI) = det(PMP" - AI) 
= det (PMP - APIP") 
= det [P(M - A DP] 
= det(P) . det (M - AI). det(P") 
= det (M- AD). det (P). det(P”) 
= det (M -A1).1 
= det (M - A1) 


سو ٹکٹ 


سیر نے 


اذا كانت (,8) =1 مصفوفة التحويل الخطي ۷ + 1:۷ بالنسبة الى قاعدة 


۳۱۹ 


11 1n 
det 0۷۲ AD Z| 2», و92 24 لج حورية‎ 
8٥ 02 arn 2 


وبفك ا حدد اعلاه نحصل على : 

رط A+‏ ط ... + ل رط + A"‏ ”(1۔) <(2۸۱ - 0610۷ 
المبرهنة (4.1.1) تنص على ان متعددة الحدود اعلاه لاتتغیر عندما ]۷ تستبدل 
بالمصفوفة * ۷1 التي هي مصفوفة التحويل اخطي 1 نفسه» لکن بالنسبة الى قاعدة 
اخرى . هذا يمكننا من وضع التعريف التالي . 


تعريف : 


اذا كان ۷ م 1:۷ تحويلاً خطياً على فضاء التجهات المنتبي البعد ۷ء 
حيث 8 = ۷ ”ال .وکانت 1 مصفوفة 7 بالنسبة لأي قاعدة كانت فان متعددة 


الحدود : 
det(M - t1)‏ حرط + )رط + .تاره +" "(1-) )۵ 
تسمى متعددة الحدود المميزة (Characteristic Polynomial)‏ 
للتحويل الخطي ۳ . 
حيث ان ا متغير » والعام لكت ٴا E‏ و تككون من ا حقل 21 حقل 
الفضاء ۷ . 
مثال (3) : 
جد متعددة الحدود الميزة للتحویل الخطي 82 م 1:82 العرف 
۱ ۰ 
بالصيغة : 


"۲),۷( > (2x ولا‎ 4×( 


: ا I‏ ۳ 
الحل : اولا اول حساب مصفوفة 1 بالنسبة لاي قاعدة . ابسط القواعد هى القواعد 
الطبيعية . کا في البند (2.4), يتضح ان المصفوفة . 


تكون مصفوفة 7 بالنسبة للقاعدة الطبيعية . 


A (t)= det 0۷۰-0 


5 - 
1 0 0 ۱ 


det 1‏ ح 


-1 - 


(2-t) (-t) - (1) (-1) 
2۔ٹ‎ + 1 


عليه تكون متعددة الحدود المميزة للتحويل الخطي ۲ اعلاه . 
A )(- ۱-2 + 1‏ 


منال (4) : 


سد معمددة الدود المميزة للتحویل الخطي *) م ٥‏ :1 العرف 
بالصيغة : ١‏ 


(ر312- ,2 )+ 1( Z,) > (Z, -İZ,,‏ ,102 
( اعتبرنا هنا ان © فضاء متجهات على الحقل © » حقل الاعداد العقدية ) . 


۳۸ 


الحل: مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة الطبيعية تکون : 


م 
تب 

35 
مسم 


: عليه تکون متعددة الحدود المميزة‎ 
A )(< det(M - t1) 
1-t 1 +i 


-1 -3[ - ) 
= (1-t) )-31- t) - (1 +i) (زہ)‎ 
= 2 + )-1+31( ۱ )1 + 31( 


نرجع الان لمسألة لیم الذاتية للتحويل ا خطی ۷ مب 1:۷ . 


مبرهنة (4.1.2) : 

اذا كان ۷ حب 1:۷ تحويلاً خطياً على فضاء متجهات منتبي البعد 
وبعده يساوي 8 وكانت () 4 العادلة المميزة الى ۲ فإن ۸ تكون قيمة ذاتية 
للتحويل 7 اذا وفقط اذا كانت ۸ جذراً للمعادلة 0 = (8) يء اي 0-(2) ۵. 


البرهان : 
لنفرض ان 2 قيمة ذاتية للتحويل '7. عليه يوجد متجھاً غير صفري 
۷ يحقق: ` 
T(A)= 2.۸ A 1I(A)‏ 


حيث ان ۷ هل 1:۷ يمثل التحويل ا حاید . بمراجعة جع التحویلات الخطية وضربها 
بأعداد قياسية نستنتج ان 


)- ADA= O 


۲۱۹ 


وهذا يعني ان : (21 -1) A € Ker‏ . لکن ۸۶۱ . اذن۸۱(#10 -1) Ker‏ 
وعليه فأن نتيجة (2.3.4) تنص على ان التحويل ۷ مه ۸1:۷ -1 لايكون 
تشاكلاً . الان النتيجة (2.4.4) تنتج ان مصفوفة 31 -1 بالنسبة لاي قاعدة كانت 
تكون مصفوفة غير قابلة للقلب . فاذا كانت 24 تمثل مصفوفة 7 بالنسبة لأي قاعدة 
فأن 21 -21 تمثل مصفوفة 21 -1 بالنسبة لتلك القاعدة . اي ان المصفوفة 21 -2/1 
غير قابلة للقلب . وهذا يعني ان محددها يكون مساوباً للصفر . اي ان : 


.۸ )۸(< det (M - AI) = O 


على العكس لو كان © = ( 4)۸ فإن المصفوفة ۸1^ - M‏ ستكون غير قابلة للقلب 
وعليه سوف لايكون التحويل 21- ۳ تشاكلاً وبالتالي يكون 10 # (۸1 -1) 167 
وپذا یوجد متجه £0 ۸ ني ۷ بحيث ان : (21 - )۸616 . 


)۲- 20۸-0 وهذا يعني ان‎ 
T(A)-A1I(A)= O 
T(A) - AA = 0 


اي : T(A) =A A‏ 
اي بمعنى ان 2 تکون قيمة ذاتية للتحويل الخطي 1 . 
و و وٹ 
المعادلة © -(4)6 تسمى بالمعادلة المميزة للتحويل الخطي آ والمبرهنة 
اعلاه تنص على ن الم الذاتية للتحويل الخطي 1 هي جذور المعادلة المميزة . 
مثال (5) : 


جد القم الذاتية للتحویل الخطی ”۸ م- 7:85 العرف في المثال (2) من 
هذا البند . 


۳۳۹ 


مراجعة المثال (2) يتضح ان 
T(x,y)= (< + 2y, 3+ 230(‏ 
مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة الطبيعية تکون 


1 3 
M = 
2 2 
المعادلة المميزة الى ۳ تكون‎ 
1-t 3 
A (t) = det (M-tD = det - 0 
۱ 2 2-1 
)1-0)2-0-6- 0 ۱ اي ان‎ 
2 - 3-4 0 
)-4 (t + 1) = 0 0 


اذن تكون القم الذاتية الى 1 عبارة عن قيمتان 4 ] , 1- = ]. 


مثال (6) : 


جد القم الذاتية للتحويل الخطي P,)R)‏ عه (),1:2 العرف 
بالصيغة bx)= -b + ax‏ + )1 


۲۲۱ 


اطل مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة الطبيقية [ جوا کرت 


1 0 
= ۷ 
0 1- 
عليه تکون العادلة الميزة الى ۲ 
1 ۲۔ 
det(M -۱۱( = det ]. - | =0‏ 
1۱-0 +ثأ 


لکن هذه المعادلة غير قابلة للحل على حقل الاعداد اخقيقية وعليه لیس 


شا جذور وبالتالى لاتوجد قم ذاتية للتحويل اعلاه . 


مغال (7) : 


جد القم والمتجهات الذاتية للتحویل اخصي )۲۰۷۰۷ ج T:P (C)‏ 
المعرف بالصيغة : ax‏ + ها - T(a + bx)=‏ 


اخل : مصفوفة :1 بالنسبة للقاعدة الطيعية [ 5 ] ) تکون 
1 0 


M =‏ 
0 1- 
7 ۳ النال )6( اعااوں تكون المعادلة المميزة الى :T‏ 
0 -] +ہثٹ 


4 27 5 ت 7 7 سن 
میا ان اقا ذه الحالة هو حقل الاعداد العقدية '© . فعلیه یکون 


ا ادلة اعلاہ حلان شما أو اک مپذا توجد قیمتان ذاتینان هیا ] A=‏ 7 ۳ ۳ 


۱ ۰ ور ھا 4 4 Tif‏ 01-75 امم ۴ ای 
ر احظ هنا ان الفرق بين هذا المثال والثال (6) هو تغیر اخقل. اما اتحویل اخصی 


آفهو بالصيغة نفسهاء بمجرد تغير الحقل تحولت حالة 1 من عدم امتلاك قى ذاقية 
لے امتلاكها. ) 

لغرض ايجاد المنجهات الذاتية التابعة للقيمة الذاتية  ٠‏ نلاحظ انه لأي 
قيمة ذاتية يوجد متجه ذاني غير صفري ۸ يحقق 

(T- ADA = 0 

فإذا افترضنا ان المتجه “اط + 2 =۸ فان متجه احدائیات ۸ بالنسبة للقاعدة 
الطبيعية x}‏ ,11 هو المتجه (2:0) = × وعليه يمكن كتابة المعادلة أعلاه بالصيغة 
المصفوفية بالشكل : X(M- AD= O‏ 
حيث ان ۷1 مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة الطبيعية . 
عندما 1 - ۸ نحصل على المعادلة 





1 
0= 
1- 
اي : 0 - 6دوك 
a-ib =‏ 
هاتان المعادلتان عبارة عن معادلة واحدة على حقل الاعداد العقدية حيث ان المعادلة 
الثانية عبارة عن 1 مضروبة في المعادلة الاولى . عليه يكون الحل : b = -ia‏ 
عند وضع 1 - 2 حصل عل 2-1 9 وبالتالي التجه 
(1۔ 9 1( ج 5 


الذي یثل متجه احدائ ثيات ۱), AEP‏ . اذن ×1 - 1 = ھ وان اي مضاعف هذا 
التجه یکون تسا يا أ ذائياً تابعا AN‏ الذاتية A=‏ . 


بالطريقة نفسها تحصل على التجه *1 + 1 =8 کمتجه ذاتي تابع للقيمة الذاتية 
ف A=‏ . 


۳۲۳ 


غاریسن (4.1) 


اوجد القم الذاتية والتجهات الذاتية لکل من التحویلات الخطية الانية : 
(3x + 3y, x + SY) «T:R? — RP (i)‏ = یں 
(ب) وا Rs‏ نے )32+ (x+y +z, 2y +z, 2y‏ 7دص 0 
)ج( .T:P,(R) — P,(R)‏ ۱ 


T(a, + ۴مھ‎ +a > (5a, + 6a, + 2a,) - (a, + 8a,) x + 
. مة)‎ - 23 


رں )يلا — .T:M,(R)‏ 


ء + 7 1 3 7 
۱ ع ار E‏ 


0 0-6 | از 2 


(ه) CC?‏ :7 ۰ 220 رھ- 2) > (ر1)2,,2 . 
( اعتبر *7) فضاءا على حقل الاعداد العقدية ) . 
2 ل يعرف تر المصفوفة ار على انه مجموع العناصر في القطر 
الرئيسي . اثبت ان المعادلة المميزة لأي تحويل خطي 82 ح ”1:۸ تكون 
e‏ 
-tr(M)t + det (M) = o‏ ۱ 
حیث ان 1 مصفوفة ۳ بالنسبة لأي قاعدة . 
3 سب برهن عل ان الحد الثابت 5 متعدده ا لحدود المميزة لاي تحویل حطي 
يساوي محدد مصفوفة ة التحويل بالنسية لأي قاعدة کانت . 

4 برهن على ان التحويل الخطي 7١‏ 1:۷ يكون تحویلاً معتلاً اذا وفقط 
اذا كانت 0= 2 قيمة ذاتية الى 1 . ۱ 
5 اذا كان ۷ عل 1:۷ تحویلا غير معتل و 6۷ ھ متجه ذاتي الى ۲ تابعا 


۳۲ 


للقيمة الذاتية ۸ فبرهن على ان ۸ يكون متجهاً ذاتیاً الى "۳ تابعا 
للقيمة الذاتية. 1/72 . 

6 اذا كان ۷ م 7:۷ تحويلاً خطیاً بحيث 0 -:01... 10 ۲0 7٦-‏ 
لعدد صحیح موجب کا فرهن على ان جميع الق الذاتية الى 1 تكون 
مساوية للصفر . 

7 اذا كان 6۷ ھ متجهاً ذاتياً للتحويل الخطي ۷ م ۲:۷ تابعاً للقيمة 
الذاتية 2 فبرهن على ان ھ يكون متجها ذاتياً الى 7۳ تابعاً للقيمة 
الذاتية "^ وذلك لأي عدد طبيعي 1 . 

8 اذا كان كل من ۷ ج ۷ :1 ,5 تحویلا حطیا بحيث ان 87 = 215 
واذا كان 6۷ھ متجهاً بحيث 4< =(1)۸. اذا كان كذلك 
0 (5)8 فبرهن على ان (5)4 يكون متجهاً ذاتياً للتحويل 7 تابعاً 
للقيمة الذاتية ۸ . ۱ 

9 _ اذا كان 83 +« 7:83 تمحويلاً خطیاً معرفاً بالصيغة : 

1 (x,y,z) = (o, x,y) 
. ۲ ۰17 فجد متعددة الحدود المميزة الى كل من ۲ء‎ 

0 جد تحويلاً خطياً 82 م 7:32 يمتلك (2 ,1) <ھ كمتجه ذاتی تابع 
للقيمة الذاتية 5 ۸ . 

11 جد تحويلاً خطياً (5.)8 م (1:۴,)8 عتلك × + 1 =۸ كمتجه 
ذاتي تابع للقيمة الذاتية 2= ۸ و ”×2- =8 كمتجه ذاتی تابع للقيمة 
الذاتية ۸-4 , 

2 اذا كان ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴ و ۸۷ متجه ذاتی لكل من 
التحويلين ۷ ل 7:۷ ,5 فبرهن على ان 4 يكون متجھاً ذاتیاً للتحويل 
1 + 25 وذلك لاي عددين قیاسیین 61 5 ,4 . 


۲۲۰ 


(4.2) الفضاء الذاتي وقابلية تنل تحويل خطي بمصفوفة قطرية 


Figen Space and Diagonalizalion of a linear 
transformation 


لاحظنا من خلال الامثلة السابقة انه بتحدید قيمة ذاتية لتحویا حصضی 


سے 5 5 وس ا سخ خر سے 
۷ هيه ۷: 1 فانه يوجد اكثر من متجه ذالم تابع لتلك القیمة الذاتية . فاذا كانت 
: 


34 ۷ سب 
قيمة ذاتية للتحويل خضي ۷ م 1:۷ فنعرف : 
EV: T(A) = A A}‏ ۱۷-1۵ 
اي لاگ 7۸ عبارة عت تا ا اججموعة 0 عل جميع ا حيات الذاتية التابعة للق 
۱۱ 3۳ و 


3 


EE‏ الم ای رو از اد 


اد ا . هذا الفضاء 


. 
مثال (1): 


جد القہ , الداتية ءالفضاءات ت الذاتية التابعة ها ء للتحویل اخطي 
RÎ‏ مب TR‏ 


المعرف بالصيغة : (22- ,¥ (x,‏ کے )2 ولا T(x,‏ 
اخل : ان مصفوفة ةه بالنسبة للقاعدة الطبيعية تكون 

1 0 ( 

M= |0 1 0 

2 0 ئ۱۰ 


عليه د تكون ن المعادلة المميزة الى ۲ کلان 


9 | انر | 

1-1 0 0 

0 ۱ 0 =0 
0 0 -2- 


A(D)= (1-0 (2-0) = 0‏ 
بذلك توجد قيمتان ذاتيتان مختلفتان 


2 < ,2 ,1 بم 
(١‏ لاحظ ان لقيمة الذاتية 1 = ,^ مكررة مرتين ). 
لایجاد الفضاء "۰ ,۷ يجب علينا حل نظام المعادلات 


0 0 0 
0 0 
(0 ,0 ,0( و م | 6,۷2۵ 
وهذا يودي الى ان 0 << 2 . 


هذا يعني انه حتى يكون المتجه (2 ,۷ ,×) =4 غير الصفري, متجها ذاتیا تابعا 
2 ۱ ۱ ۱ 7 ا 
للقيمة الذاتية 1= ۸ جب ان يكون 0= 2 . ہذا يمكن وصف الفضاء الداي 
۷۱ کلان: 
eR‏ ۱ ولا ,»)1 V‏ 
ETE 7‏ 2 ۰ 
المعادلات : 


(x, y, 2 (M + 21( = )0,0,0( 


3 0 
0 0 0 


6 


( و 0و 0) = (2 ول )ا 


وهذا النظام يؤدي الى معادلتین هما 
0= 0,۷ < ۲ 
هذا يعني ان 
۵7 ۷ 
نلاحظ من الثال اعلاه ان القم الذاتية يمكن ان تتکرر لذلك نضع 
التعریف التالي . 
تعریف : 
اذا کان ۷مہ ۲:۷ تحويلاً خيلا وكانت ۸ قيمة ذاتية للتحويل «T‏ 
فبتكرار م الجبري نقصد اس الحد (م2- 6 في متعددة الحدود المميزة بعد تحليلها 
الى عواملها الاولية.وبتكرار 2 افندسي نقصد بعد الفضاء الذاير۷ » اييلا ”نل . 
ملاحظة : 
اذا كان تكرار لم الجبري = 2 فان متعددة الحدود المميزة الى '1 تکون 
بالصيغة ()8 "(2 -) = ()ھ۵ » حيث ان ()8 متعددة حدود بحيث ان .2 
لاتكون جذراً ها . 
مال (2) : 
جد التکرار الجبري واهندمي لكل قيمة ذاتية ظهرت في المثال (1) . 


الحل :متعددة الحدود المميزة كانت 02۰ 1-0( -) ۵ 


TTA 


بهذا يكون التكرار الجبري للقيمة الذاتية 1= ۸ يساوي 2 . اما التكرار 
الجبري للقيمة الذاتية 2--.2 فيساوي 1 . لايجاد التكرارات الهندسية يجب علينا 
(0 ,1 ,0) = و۸ يكونان قاعدة الى ,۷ وبذلك يكون 2 ,۷ 10 . 
اما ر ۷ فهو فضاء احادي البعد. اي 1 > ر۷ اك . 
اذن : تکرار 1= ۸ افندسي = 
المبرهنة التالية تعطي العلاقة بين التکرارین الجبري واهندسي 


مبرھنےة (4.2.1): 


4 
لأي تحویل خطي ۷ مد 1:۷ على فضاء متجهات منتبي البعد ۷ ولاي 
قيمة داتية ۸ لذلك التحویل یکون : 


تکرار ۸ الجبري سے تکرار ۸ افندمي 
١‏ لبرهان : 


نفرض ان تکرار ۸ اهندمي يساوي کا . هذا يعني ان اي قاعدة ال۷ 
تتکون من کا من التجهات . لنختار التجهات ,۸ ,... ,۸۵ کقاعدة ال م۷ 


بذلك یکون 
K)‏ ,.... ,1 ,ھ۸ = ر7)۵0 
نكمل المجموعة رھ ,... مره الى قاعدة ليك ...ور یھ مرش مه الى ۷ 
( افترضنا ان بعد A‏ بذلك تكون مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة اعلاہ 
بالصيغة : 


۲۲۹ 


1 + ۷ رب ۰۰۰۰ 22 91 


حيث ان 1 تمثل المصفوفة انحايدة ×۴ , 8 مصفوفة ذات درجة )و 
€ مصفوفة ذات درجة (! - 82) كا ( ا - )١‏ و 0 مصفوفة صفرية ذات درجة 
k)‏ -01) »ا ]1 . 
المعادلة المميزة للتحويل 1 تكون : 

A.() = det (M- t1) 


(a1, 0 1 0 
= det 
0 6 -1 ۰ ۳ 


= det (A - DI,. det (C - لآ‎ 


= )2 0“ det کک‎ 


لى. الال فى مو لیا را چاه السا الد ناه ۂ ابة 
حن لان اموق یھ چا بالاجابة عل لسواں الديی طرحناه فى بداية 


هذا الفصل ولغرض ان نعيد طر < السؤال بلغة اسهل نقدم التعريف التا 
- 5 7 سے 


| 
پ۰ 


اذا كان ۷ م ۲:۷ تعویلا خطيا على فضاء متجهات منتبي البعد واذا 
وجدت قاعدة الى ۷ تستخدم فى احال »احال امقابل بعیث أن مصفوفة آ بالنسبة 
4 3 وت ]- ۹ 


3 


اتلك القاعدة تکون مصفوفة قطرية فنقيل بان ۲ قابل للاقطار 
.(Diagonalizable)‏ 
السؤال الذي طرحناه في بداية هذا الفصل هو : تحت اي شروط يكون التحويل 


الخطي 1 قابلا للاقطار 


ا حواب 0 في المرهنة (4.2.3) دده ولغرض البرهان سوف نكون 


عاحة اا لى المبرهنة العا 
مبرهنة (4.2.2) : 


یں 110237 ويلا خطیا . لتکن م2 ...2 قيما ذاتية ختلفة 
الى 1 ولتكن ,۸ ,... ,4 متجهات ذاتية تابعة للقم الذاتية مر ۸ ,... ,لم على 
التوالي . عندئذ تكون التجهات ہھ ,۸۰۰.۰ مستقلة خطیا . 


۲۳۱ 


البرهان : 
لنفرض ان المجموعة إل ,... ,رش مرتبطة خطياً. عندئذ يمكن كتابة 
احد التجهات کت کین خحطي من المتجهات التي تسبقه وذلك حسب المبرهنة 
(1.7.4) بتطبیق هذه الفکرة عدة مرات يمكننا ان نفترض على ان التجه ,۸ عکن 
کتبته کترکیب خطي من المتجهات الستقلة خطیا 4 ,... , ,4 . اي ان . 
)1( ...بش4( + ... + A, = XA, + XA)‏ 
عندئذ يكون : 
(رية) XxX, T‏ + ... + (ھ)آب× +۸(ھ۲)۸× = T(A‏ 
با ان پھ يكون متجهاً ذاتياً تابعاً للقيمة الذاتية :^ وذلك لكل 1ك 1> 1 فإذن 


(2).... ریش ۸× .... + رش( رد عرش 2 
بضرب العادلة (1) في »۸ ينتج : 
(63 ...ریک بت برش 2A, = XK‏ 
بطر ح العادلة (2) من العادلة (3) ينتج : 
(x, A, -x, AJA, + ....+ (XA =X A A‏ = 0 


با ان التجهات ٠٠‏ م۸ مستقلة خطیاًبالفرض . اذن 
0ی ھ۸ Xx (A,‏ یت = 7۸ 2) ی >ن 77۸ x(a,‏ ۱ 

ما ان ز۸ ۸17 لکل زط1 بالفرض فان 
0 گی 2۸ 2 .0,۰ ٣ر‏ 2-۸ ۸-0۰ 2 


200 
فال 0 رگ وه و0 - ولا ,0 X=‏ 


۴ 


Cz 


بالتعویض في العادلة (1) نستنتج ان © = ۸. 


۷ 


ن :۸ متجه ذانی ولا يمكن ان یکون مساوباً للصفر . 


YY 


مبرهنة (4.2.3) 


لیکن ۷ مب 1:۷ تويلا خطیا عل فضاء التجهات المنتبى البعد ۷ 


ولیکن 7< 01۳0۷ عندئذ یکون ۲ قابلا لاقطار اذا ءفقط اذا تحقق الشرطان 


1[ متعددة الحدود المميزة الى 1 تتحلل الى حاصل ضرب عوامل خطية » 
ان :۸(۴ -). ل ۹ > (۱), ۵. 
لكل قيمة ذاتية ۸ ال 7 یکون 
تکرار ۸ الجبري = تکرار 2 افندميي 
( ای ال هالا د من المتجهات الذاتية المستقلة خطیاً والتابعة ة للقيمة ` 
الذاتية 72 مساوياً الى تکرار ^ الجبري ). 


البرهان : 
لنفرض ان 7 یکون قابلاً للاقطار . هذا يعني انه توجد قاعدة[,۸۵,,....۵ 3 
الى ۷ بحیث ان مصفوفة 1 بالنسبة لتلك القاعدة تكون مصفوفة قطرية : 


2 5 


ے۸ 


0 


3 


حیث ان 1 سک ...و1 رگ 


۳۳۳ 


٠‏ اط د ا ا ميو و 3 سی پا 
پد د االله بحو ل متعدد3 الحدود اعميزة اہ 1 2 
ر 2 2 


ص 


۵ ()=(a, ۱ (a, ۱۳2۰۰۰۰۵-۸ 


و کے ہے ١‏ 


۳ 1 7 ۶ 5 5 7 5 ۰ تنل مق 1 04 ۴ 2 ۷ 5 
وهدا ع و کے خامناً مرت عوأما خحصے, با یت لت شم کی اذهل 1 بت 
ےر ات سد س 4 ت س ۹ 4 3 یز - - 3 


الشاط الغانی نلاحظ ان المصفوفة 2ا تعطينا مايل : 
9 د 2 2 اي 


بش رو کل Aj TOA,‏ ,10۸ 


THA SUA مسو ی‎ TA, ۳ م یھ‎ e 
1 ۱ . 35 


a4 A,‏ = ,0۸ سا ہا ہت 


+1 


هلا ری 6 

ی 

خی و ھت رٹ ۸ A‏ نيحد يخ دان ل نعف نقيت 

یه ی س ی س ۶ و د لهب مےجحے ناد الك لكك اليه ہے ہے 
5 1 3 


ہی n‏ < 7ے جج 7 HANE‏ ره ُ 5 و ہیں 
جموعه تجهب 3 مه ور کر ا حول متحھسات انيه تارعه للقيمة الدانبه 
1 1 


نم اق ار : و کی کے E‏ کا کیم 
ى ال مجموعه تحت A,‏ کس ا تخو مجموعه مستقلة حصا . ادن 


سر : 7 7 کا ا لد س اھ لے و ۰ کپ ر 1 
> مب الجموعا الحائية اعلاه تكون مستقلة حصا وہدا يحول لديد 
پا ان ۳ وت تی € یہ ا 
تکرار ,3 الحبري = ۲ = , 10۷ = تكرار a‏ افندسي . 
1 
دل لکا ام 1 ل 


مما ان ,.... ,م8 هو کا ف‌یوجا مت قن ذالية , 
١ 17‏ || چا 5 وه نت 5 ۳ 


اذن تحقق الشرط الثاني 


5 


r: 


تل ۰ 5 3 8 1 
عا العکہ 3 تفرص ال الشدطين اده 


ف 1 
نبرھن على ان ۲ يكون قابا للاقطار . 


يحو 
۱ ع : 70 8 ) کے یں 

الشرطص اذهل تہ ان متعددة الحدود اممرة اأ [ تكن بالصفه 
ےر :اہ ای جع ا .اس سس ر ۲ ۷۳ 


KEE A SADA 
خت ان زه 21 عنا ما یکون رگ‎ 


۰ 7 1 یو یک ھت کر رح زیت لے تم 7 1 
هدا يعني ان كا من Ai‏ تحود قيمة ذاتية الى 1 بتکرار جبري يساوي |1 مدل 


و رک ۵ 1 
تعد ان تک 0م اند ے ۲. 
ت يي 


داه 


(i= 1,...,K) و‎ dim ع۷‎ >۲ 


اي انه توجد ,۲ من المنجهات الذاتية 4 ۸...١‏ المستقلة خطيا 
الذاتية ,29 . 

7 . المتحهات الذانبه ا 
وتوجد رآ من انتجهات نداتیەٍ ۔ ان و As‏ خستقله خحصب 


«التابعة للقيمة 
7 7 


3 رن یوین : 3 ۳ 0 ا الور بهي 7ه 
الذاتية وله . وهخدا حتى نصل ای و جود »۲ من انتجهات الداتية .| ہرم 


۰ المستقلة خطيا والتابعة للقيمة الذاتية , يم . حيث اننا استخدمنا العلاقة 


1 


=n‏ ۲ عا مت یار کات رآ 
الان المجموعة : 


Ae 5 


۳ 7 


و 


9 ۱ ہے‎ ١ 
تكون مستقلة خطيا وذلك حسب المبرهنة (4.2.2) لانپا متجهات ذاتية تابعة لقن‎ 
5 جم کان 5 3 ! کے ۱ : یر بو‎ 

تية ختلفة . ما ان عدد المتجهات في احموعهة اعلاه يساوي ١۱ء‏ فعليه تکون قاعدة 
للفضاء ۷ وذلك لان بعد ۷ يساوي ١‏ بالفرض . الان خحسب مصفوفة ١‏ بالنسبة 


هذه القاعدة . 


T(A) = بكرم‎ 


ب۸۸ - له 


ن ۲۳ 





۰ ,10۸ 
حرم >) 


۱+1 


هرم <( 


+ 


T(A 


Tj +2 


1۸ 


+ ۲5 


اموق عر ۸ 
AA,‏ ,۲0۸ 


عليه تکون مصفوفة 1 بالصيغة 


^*۸ 1 © 
9 7 
9 ۶ 

O 99 0 

AK 
اي انبا مصفوفة قطرية . و‎ 

CR) 
: ملاحظة‎ 
: ستخلص من البرهان اعلاه النتيجة التالية‎ 

نتيجة (4.2.4) : 


التحویل الخطي ۷ مت 7:۷ یکون قابلاً للاقطار اذا وفقط اذا وجدت 
قاعدة الى ۷ مکونة من متجهات ذاتية الى 1 . 
سنذکر فیما يلي نتيجة فا فائدة کبية فی مسألة معرفة قابلية الاقطار لأي تحویل 


خطي . 


۳۳۹ 


نتيجة (4.2.5) : 
الفضاء ۷ فان ۳ يكون قابلاً للاقطار . 
البرهان : 

الق الذاتية اختلفة تعطي متجهات ذاتية مستقلة خطياً وذلك حسب 
الرهنة (4.2.2)» عدد هذه المتجهات المستقلة خطیاً يساوي بعد الفضاء ۷ ٠‏ 
وبالتالی تكون التجهات الذاتية الى '1 قاعدة الى ۷ والان النتيجة (4.2.4) تعطي 
الطلوب ۳ 


( وه . م) 
مثال (3) : 
قرر فيما اذا كان التحويل الخطی 27 م 1:8 المعرف بالصيغة 
T(x,y,Z) = (-x, 63-137 - 92, -12x + 30۷ + 202(‏ 
قابلاً للاقطار . 


ا حل: مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة الطبيعية تكون کا بلي 


-1 6 -12 
M= 0 -13 30 
0 و‎ 20 


۳۳۷ 


المعادلة المميزة الى ۳ تكون کا يلي 
(M -tD = ©‏ 06۱ (۱) هه 


1-1 6 2 
0 13-1 30 | =0 
0 -9 20-1 


عند نشر المحدد اعلاه ينتج © = (5-) (2-ا) (1 +) اذن تکون القم الذاتية 
للہ ا ۱ 
للتحويل علاه کا يلي 
2,5 ,2,2 ,۰1 ۸ 

وهذه قم ذاتية مختلفة وعددها يساوي 3 الذي هو بعد الفضاء 8 . اذل حسب 
النتيجة (4.2.5) يكون 1 قابلاً للاقطار . 

ان النتيجة (4.2.5) تعطي شرطا كافيا لحي يكون التحويل الخطي قابلا 
للاقطار لكن هذا الشرط ( وجود قم ذاتية مختلفة مساوية بالعدد لبعد الفضاء ) ليس 


ضروريا کا موضح في المثال التاني : . 


مثال (4) : 
قرر فيما اذا كان التحويل اخطي 7 > 1:R‏ المعرف بالصيغة 
-2x + 42( :‏ ,0 ,22 -۲۶) ع (2 ,لا T(x,‏ 
قابلاً للاقطار . 
اخل : مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة الطبيعية تكون کا بل : 
2- 0 1 
M = 0 0 0‏ 
4 0 2۔ 


۳۳۸ 


المعادلة المميزة الى 1 تكون کا بلي : 


- +5 =0 


O‏ =)5+ ۲۔)ٹ 
القم الذاتية الى 1 هي : 0= 5,۸ > و 
هنا يكون عدد القم الذاتية الختلفة غير مساو الى بعد الفضاء. لذلك 
نلجأ الى المبرهنة (4.2.3) ومنبا نجد ان 1 یکون قابلاً للاقطار اذا وفقط اذا كان : 
dim ۷,۰ 1, dim V, = 2‏ 
هذا الغرض نحاول حساب الفضاءات الذاتية ,۷ ۷,۰ بطريقة ممائلة للمثال (1) من 
هذا البند نجد ان : 
y, 2 € R}‏ :2 ,۱ ,122 در 
وهذا يعني ان , ۷ له قاعدة مكونة من متجهین ذاتیین مثل (0,1 ,2) و (0,1,0) أي 
أن 2 = ر۷ صنل . 
با ان لکل قيمة ذاتية یوجد متجه ذاتي على الأقل فان ۷۰1 ”أ 
والان نستطيع القول بأن ۳ قابل للاقطار . 
21 ۹ سا 4 


مثال (5) : 


۲:۳,)8( جد القم والفضاءات الذاتية للتحويل اخطي (۴), ٭-‎ 
: العرف بالصيغة‎ 
T(a+ bx+ cx») د‎ 22+ (a + b + 2c) x + (-b + 4c) xX 


ثم قرر فيما اذا كان 7 قابلاً للاقطار . 


الحل : مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة الطبيعية [ × ,1,8 تستخرج کا بلي : 
00 +ر(ی1 +)2(1 = T()= 2 + x‏ 


۲۳۹ 


1) ع‎ x-x% = o(1)+ 10+ )-1( هم‎ 


تس )4( + T= 2x+ 4x = 0(1) + 2(x)‏ 
بهذا تكون مصفوفة ۳ بالنسبة للقاعدة الطبيعية کا يلي . 


2 1 0 
M= 0 1 1 
0 2 4 


العادلة الميزة الى 7 تکون : 
۱ © -(3-) 2۳۴ -) - - ۸۵0 
بهذا تكون 2 = ۰۸ 3= ۸ قم ذاتية الى 1 . - 


حك ان كان 52( ادر كدي كور سج اش 1 
لایجاد الفضاءات الذاتية يجب علینا حل النظام اخطي ادناه . 


0 1 0 
a,b,c) |0 1 3 |= )0,0,0( 
: 0 2 2 


وذلك بالنسبة للقيمة الذاتية 2= ۸ وحل النظام ا خطي 


5 -1 1 0 
(a, b,c) ] 0 2  -1 | -)0,0,0( 
0 2 .. 21 ۱ 


وذلك بالنسبة للقيمة الذاتية 3= 2 . 
النظام الاول يودي الى العادلتین 


۳۶۰ 


2-0 +26 =o 


- 0 4+26 =0 


الحل بهذه الحالة یکون : ۵ 8 و 20 < 9 
( تذكر بأننا سنحصل على متجه احدائیات التجه الذاني )ء بذلك یکون الفضاء 
الذاتی التابع للقيمة الذاتية ۸-2 ء کا يلي . 
b= 2)‏ ,و bx+ cx: a=‏ + 8 - و۷ 
cx: cER}‏ + 120 = 
من هنا نلاحظ ان المتجه ”× + ×2 = كد يكون قاعدة الى ر۷ وعليه فان 
التكرار افندسي للقيمة الذاتية (۸=2) > ويلا ”ذل =1. النظام الخطي الثاني 


يؤدي الى المعادلات 

0 = ۔ 

2-20 + 2c =o 

وع + 9- 
والحل بهذه ا حالة یکون : 6 = 0,۷ ے a‏ 
اي ان . 


و = طره = و :ث3 + =a + bx‏ ۷ 
={b x + bx; bER}‏ 
من هنا نلاحظ ان التجه ×+ × =8 يكون قاعدة الى ,۷ ء 


ما ان تكرار 2= ۸ افندمي اصغر من تكرارها الجبري فنستخلص من 
ان ۲ غير قابل للاقطار . 


۲ ۱ 


مثال (6) : 


جد قاعدة الى ۸ بحیسث تكون مصفوفة التحويل ا خطی 
ESLE SOIR‏ 


ا حل: لقد كانت مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة الطبيعية كالاتي : 


12- 6 1- 
30 3ا۔ 0 -- ]1۷ 
20 9- 0 


وکانت 1-= ہب 2ےہ7 2-5 . 


على ضوء النتيجة (4.2.4) » قاعدة ۸ التي تجعل من مصفوفة 1 بالنسبة 
لما قطرية يجب ان تکون مكونة من متجهات ذاتية الى 1 . 

عليه يجب علينا ایجاد متجهات ذاتية تابعة للقم الذاتية 5 ,2 و1-. 
عندما 1- = ۸ يجب حل النظام الخطي 


00 -12 
(Xx, ¥, 2) 0 -12 30 |= )0,0,0( 
0 و‎ 21 


اندی يودي ال المعادلات : 
2x - 6۷ - 32 - 0‏ 


0 = 212 + 30۷ + 125- 
مهد نضام من العادلات يكافىء النظام 
2x - 6۷ - 372 = 0‏ 


- 6۷ + 32 = 0 


حل النظام اعلاہ کالاتی ہے 
1/2(2,2-7) = ۷ , 32 دعر 
بهذا يمكننا اخذ التجه (2 ,1 ,6) ۸۸ کمتجه ذاتي تابع للقم الذاتية 1- = ۸ . 


وبالطريقة نفسها یکون العجه (5 ,3-  )0,‏ 33 متجهاً ذاتياً تابعاً للقيمة 
الذاتية 2 = 2 . والسجه (2 ,1- ,0) =€ متجه ذاتي تابع للقيمة الذاتية 5= ^ . 


الان بالنسبة للقاعدة 
[(2 ,1- ,0) حبق , (5 ,3- ,0) عيش ,(2 ,1  )6,‏ ,ه]تکون مصفوفة 1 قطرية 
وكالاتي . 
0 0 1- 
D= | 0 2 0‏ 
5 0 0 
ملاحظة: 


ان خلاصة ماتوصلنا اليه من خلال المبرهنات والامثلة تكون کا يل : اذا كان لدينا 
تحويلاً خطياً ۷ 7:۷ واردنا معرفة ان كانت هنالك قاعدة الى ۷ بحیث تكون 
مصفوفة ١‏ بالنسبة ها قطرية . يجب علينا اتباع اخطوات التالية : 


اولاً : نحسب مصفوفة 1 بالنسبة لاي قاعدة والافضل حسابها بالنسبة للقاعدة 
الطبيعية وذلك للسهولة والسرعة . لتکن تلك الصفوفة 1۷ . 

ثانیا : نحسب متعددة الحدود الميزة (۸,6۸ وذلك بفك امحددة (1) - 0۷۲ det‏ ثم 
نحللها الى عواملها الاولية . ونلاحظ ا حالتین التالیتیین :ل 
الحالة ( أ : عدد جذور العادلة المميزة بحساب التگرار كذلك» لا يساوي 





عوامل خطية ) عندئذ نقول بأن 1 غير قابل للاقطار اي انه لاتوجد قاعدة 
الى ۷ تجعل من مصفوفة 1 قطرية + 

الحالة (ب): عدد جذور العادلة المميزة بحساب التكرار كذلك» يساوي بعد 
الفضاء ۷ . ( هذا يكافيء تحلل المعادلة المميزة الى حاصل ضرب عوامل 


حطية ). 
عندئذ يكون هنالك املاً بأن يكون 7 قابلاً للاقطار وهذا الامل يعتمد على 
المتجهات الذاتية وهي خطوة جديدة . 

ثالقاً : 

(أ) ان كان المطلوب فقط معرفة قابلية ۲ للاقطار فنحسب بعد الفضاء 
الذاتي ( الذي يساوي التكرار الهندسبي ) للقم الذاتية المكررة اكثر من 
مرة » اي نحسب التكرار الهندسبي لكل قيمة ذاتية تكرارها الجبري اكبر 
من واحد وهنا يكون لدينا حالتان : 

(أ) ,: عند وجود قيمة ذاتية تكرارها افندسي اصغر من تكرارها 
الجبري فنقول بان ۲ غير قابل للاقطار . 

(1) 2: بخلافه یکون 1 قابلاً للاقطار . 

(ب) في حالة کون 1 قابلاً للاقطار والطلوب ایجاد قاعدة للفضاء ۷ تجعل 
من مصفوفة T‏ قطرية فيجب حساب كل التجهات الذاتية وسوف 
تكون القاعدة المطلوبة . 

( ج) تكون العناصر القطرية عبارة عن القم الذاتية للتحويل 1 وترتيبها يرتبط 
بترتيب المتجهات الذاتية في القاعدة . 

مثال (7) : 

اذا كان ۷ ح 1:۷ تحويلاً حطیا, بحيث 1 = 7107 =۲ اي ان 12 
يساوي التحويل ا حاید فبرهن على ان 1- - ۸ ,1 =۸ هي القم الذاتية الوحيدة 
الى ٩‏ : 


الحل : افرض بأن 7 قيمة ذاتية و ۸ متجه ذاتي تابع لها. اذن 7۸ = (7)۸" 
من هذه المعادلة ينتج 

A= KA)= TA)= ٣)۸ - AT(A)= ۸‏ 
اذن O‏ = همح -1( 
وبما ان ۸ متجه ذاتي فان 0 ۸# وعليه يكون © = جح - 1 ومن هذه المعادلة 
نستنتج على ان 1حھ ,1-= ۸ هي القم الذاتية الوحيدة . 


مثال (8) : 

افرض بأن ^ قيمة ذاتية للتحویل الخطي ۷ ل 1:۷ وان ۸ متجه 
ذاتی فا . برهن على ان 2 تکون قيمة ذاتية للتحویل '7016....01 =۲ وان ھ 
یکون متجها ذاتيا تابعا ها وذلك لاي عدد صحیح موجب 3 . 
ال : عندنا T(A) = ^A‏ 
بأخذ 7 لطرفي العادلة اعلاه وملاحظة ان ۲ تحویل خطي» نحصل على 
 - T(AA)= AT(A)‏ ((17)۸(<1)1)۸ 
وبالتعويض نحصل على T(A)= A (AA)= ZA‏ 
هذا يعني ان المتجه 4 يكون متجهاً ذاتياً للتحويل الخطي 52 تابعاً للقيمة الذاتية 
2 . وبالاستقراء الرياضي نحصل على النتيجة الطلوبة . 
مثال (9) : 

جد تحويلاً خطياً 82 مس 7:82 يمتلك قيمة ذاتیة 1 - ^ ومتجهاً ذاتياً 
(1-,1) <ھ وقيمة ذاتية اخری 22-0 ومتجهاً ذاتياً (2,3) -8 , 


. الحل: من تعريف القم والمتجهات الذاتية ينتج 
T(A)= T(1,-1)= 1.(1,-1)= )1,-1(‏ 


T(B)= T(2,3)= 0(2;3)= (0,0) 
۲ 


المطلوب ايجاد (1)*,7 . لهذا الغرض نكتب 
(x,y)= a )1,-1( + 0 (2,3)‏ 


ینتج (30 + (a + 2b,‏ < (6,:۷ 
هذا يودي ال المعادلتين : 

a + 20 = x 

۷ ع 30 + ۳ 

وا خل یکون : (ر+»)(1/5) = ,(29 - ×1/5()3) a=‏ 

10, y)= 27501, -1) + bT(2,3) 0 : اذن‎ 


= )1/5()3:- 29()1,-1( + €1⁄5()x + y()0,0( 
-×1/5()3)۔-‎ 2y, 2y - 3× 


مثال (10) : 
لیکن ۱(©) ,۴ + (۳) 1:۳ التحويل الخطي المعرف بالصيغة : 
T(a + bx) = 2a + (5a - b)x‏ 
جد قاعدة للفضاء (©)/2 بالنسبة اليما تكون مصفوفة 1 قطرية . 
ا حل: نتبع الارشادات التي وردت عاق ونجد مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة الطبيعية 
[× ,1]. هذه المصفوفة تحسب کا في الامثلة السابقة . 
T(1)= 2 + 5×‏ 
T() = -‏ 
عليه تكون مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة الطبيعية کا بلي 


6 3 


القم الذاتية ستكون 2 < ۸ , 1-= ۸ . القاعدة المطلوبة ستكون مولفة من 

المتجهات الذاتية . هنالك متجه ×5 + 3 تابع للقيمة الذاتية 2= ۸ ومتجه × تابع 

للقيمة الذاتية 1-= ۸ . بالنسبة للقاعدة[× = ره ,×5 + 3 = ,هتكون مصفوفة 

7 قطریة اکر ۴ اما بالنسبة للقاعدة ×5 +3 > ره ,× = ۸ تکون 
1- 0 


0 1- 
مصفوفة 1 قطرية بالصيغة ۳ » ( لاحظ الترتیب 1 


تمارين (4.2) 
1 اوجد القع الذاتية وقواعد للفضاءات الذاتية لكل من التحویلات الخطية 
التالية : 
را T(x,y) = (y, 2x) ۲:8۲ — RP‏ . 
(ب) 1:83 ,(42 و22 + (3X-Z,Y-X‏ = (2رلام) 1 . 
(ج) R‏ مب کل :کت (2۳ + 22 + ,22 ,¥ W = (x+y,‏ و2 ولق ,۲ 
)د( x. d/dx (P(X)) 1: P(R) — P,(R)‏ = ((1)۳00 . 
T(P(x)) = d/dx (xp (x)) ۰1: P(C) — P,(C) (a)‏ . 
( اعتبر (6)ر۳ فضاءاً على الحقل © ) . 
2 قرر فيما اذا كان كل تحويل في اتمرين (1) قابلاً للاقطار . 
3 قرر فيما اذا كانت التحويلات التالية قابلة للاقطار . 
2 ا ( تج مب ۲:3 )42 + .T(x,y, 2(< (2x + ۱۷۱۷2 2y‏ 
رب 20 »¬ ث3 (42 + 0,-2x‏ ,22 -ع) <(2 را T(x,‏ , 
(ج) (o, x, J) «T:R? — R‏ >2 ولا T(x,‏ . 
)د( R‏ — تھی (x, -2, Y)‏ = )2 ,لا 100 . 
(ھ) W) = (-U, -W, ۷( TOSCO‏ ,۷ ولا) 1 . 
( اعتبر © فضاءاً على الحقل © ) 
ری R“‏ ¬ گل تک 


۲۱۷ 


T(x, ول[‎ 2, W)= (, 2x + Sy + 62 +7W , 3 + 82 + 9, و4‎ + 100( 


4 جد قاعدة مجال كل حویل خطي قابل للاقطار في تمرين (3) تجعل من 
مصفوفة ذلك التحويل بالنسبة ها قطرية . 

گے اذا کان ۷ ح 1:۷ تحویلاً خطیاء بحیث ٣‏ = 1. بین ان 7 يكون 
قابلاً للاقطار . 

6 اذا كان ۷ مہ 1:۷ تويلا خطياً غير معتلاً وقابلاً للاقطار فبيهن على ان 
۷ ¬ ۲:۷ يكون ایضاً قابلاً للاقطار . 


Similar Matricies المصفوفات المتشابية‎ )4.3( 


لقد ناقشنا في البند السابق مسألة وجود قاعدة للفضاء ۷ بالنسبة الیہا 
تكون مصفوفة التحويل الخطي ۷ م 1:۷ مصفوفة قطرية . فاٍذاً كانت مصفوفة 
التحويل ١‏ بالنسبة لقاعدة معينة هي ۷1 فان المسألة اعلاه تکافیء السوال عن وجود 
تغيير للقاعدة بحیث تكون المصفوفة الجديدة قطرية . من البرهنة (2.5.2) » المصفوفة 
الجديدة للتحويل 7 ستكون ۳۸۳ بحيث ان 7 هي مصفوفة قابلة للقلب . هذا 
يؤدي بنا الى الصياغة التالية بالمصفوفات للمسالة اعلاه . 
مسألة : اذا اعطينا مصفوفة مربعة 1۷ء فهل توجد مصفوفة قابلة للقلب 1 بحيث 
تكون ۳( قطرية؟ . 

هذا يوحي بالتعريف التالي : 


تعريف : 
اذا كانت N‏ ,2 مصفوفتین مربعتين من الدرجة نفسها فنقول بان 0 
تشابه N‏ اذا وفقط اذا وجدت مصفوفة ۴ قابلة للقلب بحيث ان "۳۸۳ < ۷ . 


انه لمن السهل البرهنة على المبرهنة التالية . 


۳:۸ 


مبرهنة (4.3.1) : 

علاقة تشابه المصفوفات تكون علاقة تكافؤٌ اي ان M‏ تشابه 24 لاي 
مصفوفة M‏ واذا كانت ۷ تشابه × فان N‏ تشابه 84 واذا كانت ۷1 تشابه × و N‏ 
تشابه ۵ فان M‏ تشابه © . 


مسألة : اذا اعطینا مصفوفة مربعة ۷ فمتی تکون مشابہة الى مصفوفة قطرية . 
سگرن بحاجة هذه السألة ی الفصل السادس؛ ولغرض حل الا 
اعلاه سنقدم التعاریف التالية . 
تعریف : 
اذا كانت 20 مصفوفة 1× 1 عناصر‌ها مأخوذة من حقل ۴ فان العدد 
القياسي €۴ ۲ یسمی قيمة ذاتية للمصفوفة ۷ اذا وفقط اذا وجد متجها ,»)= × 
(ب ,... في ۳۳ غير صفري ويحقق × = XM‏ . 
بہذہ ا حالة نقول بأن التجه 26 متجه ذاتي تابع للقيمة الذاتية ۲. 
لاحظنا في البند السابق ان القم الذاتية والتجهات الذاتية للتحویلات 
۳ كانت تستخرج من مصفوفة التحویل الخطي وعلیه يمكن ان نعرف 
1 - العادلة الميزة لاي مصفوفة مربعة N‏ تکون 0 - ]۳-11 . 
2 القم الذاتية للمصفوفة المربعة تکون جذور العادلة المميزة . 
3 المصفوفات ا متشابہة ها متعددة الحدود الميزة نفسها . 
الاجابة على المسألة الطروحة في بداية بندنا هذا تکمن في المبرهنة التالية : 


مبرهنة (4.3.2) : 


الصفوفة الربعة ۷۸ ذات الدرجة 21 تکون مشابہة لصفوفة قطرية اذا 
وفقط اذا امتلکت 2 من التجهات الذاتية الستقلة خطیا . 


۲:۹ 


البرهان : ۱ 0 4 


افرض ان ۷ تشابه المصفوفة القطرية 2 D = O‏ 


بہذہ ا حالة وحسب تعريف التشابه فإنه توجد مصفوفة قابلة للقلب 2 


PMP'=D 
„PM = DP وهذا يعني ان‎ 
۶ الان افرض ان )2 هو الصف ا في المصفوفة ۳ بذلك يمكن .رؤية الصفوفة‎ 
۱ : كالاني‎ 
۲ 
کی‎ 
۲ 
5-5 : عليه يكون‎ 
PM dP, 
PM = 
و‎ DP= 
PM رہ‎ 


PM = d,P,, PM = ,رط‎ .... PM = dP, 
عندئذ يكون كل من ,۳ ,... ,۳ متجهاً ذاتياً للمصفوفة ۷1 تابعاً للقيمة الذاتية‎ 
. و .... ورك على التوالي‎ 
ما ان 8 مصفوفة قابلة للقلب فإن صفوفها تكون مستقلة خطیاً اي ان‎ 
السجهات الذاتية ,۳ ,... ظ تکون مستقلة حطیاً.‎ 


على العكس» لو افترضنا وجود 3 من التجهات الذاتية الستقلة 'خطباً 
للمصفوفة 1۷ ولتکن : ,كا ,... وکا تابعة للقم الذاتية : و۲ ,... ,2 على التوالي » 
ونم 
6 ام Xx‏ 


Xx ,D= 5 
X= 2 0 ¢ 


بذلك تتكون لدينا مصفوفة مربعة × ذات درجة 1×١‏ وتكون هذه 
المصفوفة قابلة للقلب وذلك للاستقلال الخطي لصفوفها . 
الال يمكن التحقيق بسهولة على أن ×5 = 00۷ اي ان 
=D‏ 7۷07 
اذن 1۷ تكون مشاببة لمصفوفة قطریة 10 . 
(و.ه .م) 
مثال (1) : 
جلا ان امكن مصفوفات قطرية مشابہة لكل من المصفوفات التالية : 


> یں نے ور 6 1 
M= | 1 0 0‏ ,| 30 13- 0 | عير 
3 0 0 0 و 0 
7 1 58 وہ 10- 17 
لك لب اور وم یا M=‏ 
12 20 30 


5١ 


اخحل : (1) المعادلة المميزة للمصفوفة ,۷ تكون : 


۳0 


-1- 6 -12 
0 -13 30 
0 9 20 -1 


وبفتح اخدد اعلاه تنتج العادلة ٥‏ = (1-5) (2) (1 + )) . 
وبذلك تكون القہ الذاتية للمصفوفة M,‏ كالاتي : 


A= -1, دوم‎ 2, ۸= 5 


mî 5 i 2‏ ® 00 
: تج عل ان انت نتحهات الذاتية التابعة ها تجون 
مستقلة خطيا وبذلث تکون المصفوفة ,۷1 مشاءبة الى المصفوفة القطرية : 





ما ان هذه الق الذانية مختلفة ف 


القاریء يجب ان يحقق على ان المتجهات : 
)2 ,0 ,0( > ۸۸ ,(5- ,3 ,0( < ر۵ ,)2 ,1- ,1( ح,ھ 


تكون متجهات ذاتية تابعة للق الذاتية و #6 ,۸ ,2 على التوالي وعليه اذا 
وضعنا : 





فإنه بالامكان التحقق من ان : © = 223,27 . 
2 نناقش الان المعادلة المميزة للمصفوفة ]۷ . 


0 4 1 
0 = 
34 0 0 
اي ان : ه- 1۳۴ -) (3-b‏ 


القع الذاتية للمصفوفة رM‏ تکون : 1 سر ,3 > 


لغرض حساب التجهات الذاتية التابعة للقيمة الذاتية 1 علينا ابجاد حا للمعادلة : 


3 جو ا 
(0,0,0) = | 0 1- 1 | مم 
و وا ی 
وهذه تؤدي ال : 9+ 
0 = 22 
وا حل یکون : وو سی عو 


وبهذا نحصل على متجه ذاتي مثل (0 ,1 ,1-) وجميع المتجهات الذاتية 
الاخرى تکون بالصيغة (0 ,1 ,۲-1 حيث ۲ عدد حقيقي. عليه سوف يوجد 
متجهان ذاتيان مستقلان خطیاً احدهما يتبع القيمة الذاتية 1=ر ۸ والاخر يتبع 
القيمة الذاتيه 3= , ل وبالتالي وحسب المرهنة (4.3.2) فإن المصفوفة 2/2 لاتكون 
مشاببة لمصفوفة قطرية . 
(3) المعادلة المميزة للمصفوفة ,۷ تكون : 
و (t + 3) (t-2)”=‏ 
عليه يكون للمصفوفة ,۷ا قيمتان ذاتيتان هما 2 ر 8 ,3- =۸ 
لغرض حساب التجهات الذاتية التابعة للقيمة الذاتية ۰2 علينا ایجاد حل للمعادلة + 





(0,0,0) = | 15- 20 45 | و ,ريم 
۱ 10 20 30 
وهذه تؤدي الى : ۱ 0 >22- ر3 + ۲ 


اما بقية العادلات فتکون معتمدة على العادلة اعلاه . 
عليه یکون الحل کالانی : 
2 > ۷,72 = 3۷,۷ - 272 =× 
بذلك يمكن الحصول على متجهین ذاتیین مستقلین خطياً مغل : 
A= )2:0,1(‏ ,(3,1,0) درم 


و أطريقة نفسها نحصل على المتجه (1 ,2 ,3) وھ كمتجه ذاني تابع للقيمة 
بع للقي 


الذاتية 3- = A,‏ 
اذا وضعنا : 
0 2 0 .0 
2 حاو و 1 0 2 P=‏ 
3- 0 1 2 3- 


فإنه بالامكان التحقق من ان : 

(۲ =D 
. عليه فان ,۷1 تشابه مصفوفة قطرية‎ 
,15 + 4 = ٥ : المعادلة المميزة للمصفوفة ۷ تکون‎ )4( 


قم ذاتية للمصفوفة M,‏ وذلك على حقل الاعداد الحقيقية » اي انه لايمكن للمصفوفة 
و۷ ان تكون مشاہة لمصفوفة قطرية ذات عناصر قطرية حقيقية . 
اذا اردنا استخدام اعداد عقدیة فإنه توجد قيمتان ذاتيتان هما 21 > ,۰۸ 


A= -2[‏ وبالتالي يتبعج 2 متجھان ذاتیان مستقلان خطياً وعليه تكون المصفوفة 


۲ ۵ ۶ 








2 0 

Dz 2 ۱‏ القارىء 
۷ مشابه للمصفوفة القطریة 21 0 
مدعو الان لايجاد المصفوفة ۴ التى تحقق 10 - 230757 . 


مثال (2): 


12 


M= 3 
14 9 -14 


-7 2 ` 0 
5 


الحل : يجب علينا ايجاد مصفوفة ۳ تحقق ا = ' ۴ ۴M‏ وهذا حله صعب بالطريقة 
المباشة . لذلك خاول ١‏ 
پاش 


ن نستخدم القم الذاتية والتجهات الذاتية . 
المعادلة المميزة الى ۷1 تکون : 


(t- 5) (t + 2)= 0‏ 
وعليه فإنه يوجد متجهان 


ذاتیان مستقلان السا للمصفوفة لال اذن تکون ۸۲ 
مشاببة لمصفوفة قطرية ,10ء اي انه توجد مصفوفة ,۴ D,‏ ع PMP,"‏ 


المعادلة المميزة الى لا تككون: 0 =()- 5) (2-0-) وبالطريقة نفسها فانه توجد 
مصفوفة ر۴ تحقق ,0ا = روط حيث ان 


,0 مصف فة قطرية , 
۳ رہ 


الان نالاحظ ان العناصر ال 


1 


لمصفوفتين ,0ء ,0 عبارة عن 


دم ا ۱ 
يه حا م 


وذلك لان القم الذاتية للمصفوفة ۷ تكون الق الذاتية نفسها للمصفوفة 
. 


PMP," = PNP," 


وعليه يكون (PP JM (P,P) = N‏ 
وبوضع ۳,۳ =۴ خصل عل ا = ۸۳۲ وعليه تكون 24 مشاببة الى × . 


اذا طلب منا ايعاد ۲ فیتوجب علينا ایجاد كل من 2 86 وذلك حسب 
الطريقة في المثال (1) . 


تارين (4.3) 


1 جد مصفوفات قطرية مشاببة للمصفوفات التالية : 


1 0 9 و 1 2 4 1 
(') رب 1- 0 2 (ج) 2 3 0 
1 0 4 2 1 [3- 4 0 


2 اوجد لكل من المصفوفات التالية كل القم الذاتية والمتجهات الذاتية . 


4 
(2 2 5 4 5 -1 
B= جا‎ 8 
3 


1 5 ہے 3 ار 


3 اوجد مصفوفات قابلة للقلب و7 ,ر۴ ,۴ نیٹ تکون کل من ”۶,0 
و "ر و ۳۸۵۸۲ مصفرفة قطرة. حیث ان © ,8 ,۸ هي 
مصفوفات رین 2 . 


4ت كرو الطلوب فى القرینین 3,2 غل الصفوفات 


د جد القہ والمتجهات الذاتیة للمصفوفات 1- 


وذلك على حقل الاعداد العقدية . 


6 قرر فيما اذا كانت كل من المصفوفات التالية مشابہة الى مصفوفة قطرية 


وذلك على حقل الاعداد الحقيقية . 


: 4 


32.1 2 2 1 
2 1 0 و 2 2 2 
اہ 1 0 6 6 3- 


7 اذا كان 0 8 عددا عقديا فبرهن على ان المصفوفة 


0 ۴ = ۸ لاتشابه مصفوفة قطرية . 


8 اذا كانت ۸ مصفوفة مربعة و ۸۵۳ مدورة المصفوفة ۸ فبرهن على ان ,۸ 


آم شما متعددة الحدود المميزة نفسها. 


9 برهن على ان للمصفوفتين "۸ ,۵ قيمتان ذاتيتان متساويتان. اورد مثالا 
تبین منه ان للمصفوفتين ۸۲ ,۸ متجهان ذاتيان مختلفان . 


0 اذا كانت 36- 25 
26 عفد 


فجد مصفوفة 11 تحقق ۲3۸۲1۱ تكون قطرية » ثم جد *'۸ . 


باه ؟ 


1 برهن على ان المصفوفتين 8 ,۸ متشاببتان» حيث : 


7 12 0 2 
و بر اعو 5 ]0 14| مر 


2 اذا كانت ۸ مصفوفة مربعة ١‏ ×1 على حقل الاعداد احقيقية واذا كانت 

۵ قيمة ذاتية الى ۸ فبرهن على ان ^ تکون قيمة ذاتية الى ۸۳ وذلك 

لاي عدد صحيح موجب 6. استنتج من ذلك ان (2)20 تکون قيمة 

ذاتية الى (۳)۸ حيث ۲ متعددة حدود 3 اعداد حقيقية . 

3 جد القع الذاتية للمصفوفة 5م 
وحقق مباشة ان 3 الذاتية للمصفوفة ۸2 تكون 

مربعات القم الذاتية للمصفوفة 2-6 


44 ۔ جد الة لقم والتجهات الذاتية للمصفوفة 0 


1+1 0 
[۷] - 2-2[ 1-1 0 
0 0 1 


على حقل الاعداد العقدية ٣‏ ثم قرر فيما اذا كانت مشاببة لمصفوفة 
قطرية . 
55 اذا كانت A‏ مصفوفة مربعة 1352 قابلة للقلب ومتعددة حدودها المميزة 


۱۸۰۱۲ | = CD"t" +b, +... خارط+‎ b, 
فرهن: على ان متعددة الحدود المميزة للمصفوفة ۸۱ تكون‎ 


+b,,/ (+۱۸ |۵۸ | [‏ .... + !"ا (له| / رم + ۴] ..CD"‏ 





(4.4) مبرهنة کیلی ۔۔ هاملتون وتطبیقاتہا 
(Cayley - Hamilton Theorem)‏ 


٠‏ خصص هذا البند لرهنة نتيجة هامة في موضوع الجبر الخطي ھا 
تطبيقات كثيرة في الاحصاء وبقية فرو ع الرياضيات وهي مبرهنة كيل -۔۔ هاملتون ٠‏ 
هذه المرهنة تنص على ان اي مصفوفة مربعة تحقق معادلتها المميزة ولتوضيح ذلك 
نفرض ان المعادلة المميزة للمصفوفة المربعة 8۷ ذات الدرجة 1×81 تکون :ل 
600و 0ق الوه ی 
الناتجة من فتح ا حدد في العادلة >-[1+-21 | 
ان مبرهنة كيل هاملتون تنص على ان 
O...)‏ کل + a, ,M‏ +.... + لح + M"‏ 
حيث ان 0 في الطرف الاين للمعادلة (*) يمثل المصفوفة الصفرية 7 ×1 . 


مبرهنة (4.4.1) ( كيلي ‏ هاملتون ) 
اي مصفوفة مربعة تحقق معادلتها المميزة . 


البرهان : 
لتكن 14 مصفوفة مربعة 1111 عناصرها من ا حقل ۴ ومعادلتها المميزة 
t+ at"! + ....+ a, + a= O‏ 
لتكن: N= Adj (M-tD‏ 
ان العنصر بط عبارة عن اغحدد الناتج من حذف الصف ز والعمود 1 فی 
الصفوفة 1) - ۷ وهذا احدد مضروب في ("(1-). 
۱ بذلك تکون عناصر N‏ عبارة عن متعددات حدود في ٤‏ ذات درجة لا 
تتعدی 2-1 . بذلك يمكننا ان نکتب N‏ بالصيغة 


0۹ 


N= TN, +N, + اط لا جر‎ 


11-1 


سی اق N‏ و N,,‏ 


N n-1‏ مصفوفات مربعة nxn‏ عناص‌ها ثابتة من الحقل 


02 


ان المصفوفة ١N‏ حقق مايل : 
1۔ ۷) det‏ = لا (۱۱- (M‏ 
والمعادلة اعلاه يمكن التحقق منبا من تعریف لا ومن خصائص انحددات 
گن معظم کت التفاضل والتکامل . 
بہذا يكون لدینا ا معادلة التالية : 
ہی + ا تج +"( عللا + IN,‏ جوا + , (M -tD (N,‏ 
ا(ہ8 ارم 


بمقارنة معاملات “) في طرفي المعادلة اعلاه وذلك لكل 2ك > 0. 
خصا عا 


نے 1 ات 
N, + ۷۱۱۷, , = arl‏ 
MN, = al‏ + یلا 
MN, = 21‏ 
بضرب هذه العادلات فی M, ...., ۷۳", MN"‏ ,1 على التوالي وجمعها ينتج مايل : 
a M""+....+a,,M + a,l= O‏ +۷۳ 


سہ وٹ 


نورد الان تطبيقين للمبرهنة اعلاه . 


۳۹۰ 


القطبيق (1) : حساب معكوس مصفوفة مربعة . 
افرض ان ۷ مصفوفة مربعة قابلة للقلب . ذه اخالة تكون المعادلة 
المميزة الى 84 بالصيغة 
0= ,4 + رع +.... + at"!‏ +۳ 
بحیث ان 0 # 4 . فلو كان =٥‏ ,ه لكان 0ح ) احد جذور المعادلة المميزة وبالتالي 
يكون قيمة ذاتية للمصفوفة 84 . لکن المعادلة المميزة جاءت من المعادلة 
det )۷-)(< ©‏ 
۱20 حقق العادلة اعلاه تنتج. 0= M‏ ]06 وعلیه لاتکون M‏ قابلة للقلب اذن 
© 8۶ء تطبیق مبرهنة كيل سس هاملتود ینتج 
O‏ لہ + ال بوه .... + !"الاج + M"‏ 
ما ان 0 ,4 . اذن 
ره ..., +" اربع + 1=(-1/a,(M"‏ 
بضرب طرفي المعادلة اعلاه فی ۷17 نحصل على : 
یہو + ...+ aM"‏ ۷۲۲۱/۵/۲۰ 


مثال (1) : 


بتطبيق مبرهنة كيل هاملتون » جد أ M‏ اذا علمت بان : 


-1 6 2 
۷ = 0 -13 30 
0 -9 20 


الحل : المعادلة المميزة الى M‏ تكون کا يلي : 
0 = 10 +30 + 6 -*) 
مبرهنة كيل ۔_ هاملتون تنص على ان ۷1 حقق المعادلة اعلاه » اي 


۸۸۷ - 6M? + 3M + 101 O 


55١ 


۸۲۲ =(1/10)(M? - 6M + 31) : اذن‎ 


8 24 1 
الان ۰ 0 -. 0| .= M‏ 
0 63- 0 
عليه یکون 5 6/5 1۔ 
3 2 0 - ]۷ 


0 9/10 0 


التطبیق (2) : 
التعبیر عن “2(14 = )k‏ بدلالة (i4 n)M'‏ 
یمکین التعبیر عن م00۸۴( <۲) کمتعددة حدود في 1۷1 ذات درجة غير 
متعدية الى 1-1 وذلك على النحو التالي : 
MH‏ تحقق معادلتها المميزة» اي ان 
a,1=O‏ + الله +... + !“الاج + ۷۲ 
عندما 3 )» نضرب المعادلة اعلاه في “24 فنحصل على : 
O‏ - 8,۸۴۶ + ل ل + M"‏ 
هذا يعنى انه بالامكان كتابة “× كمتعددة حدود بدرجة اقل او تساوي 
۴-1 . وبتطبيق ذلك عدة مرات نتوصل الى ان “84 یکن كتابته كمتعددة حدود 
بدرجة لاتتعتدی 2-1 وکا موضح في المثال التالي . 


مثال (2) : 
عق 1۷ 1۱ عنمت بان 


1۲ 


الحل : المعادلة المميزة الى ]1۷ تکون : 
© <2-)-2] 
بتطبیق مبرهنة كيلي - هاملتون نحصل على ۱ 
O‏ = ۷-۷-21 
اذن 21 + M‏ >۷ وعليه يكون 2M‏ +۷۸2 > 243 وبالتعويض عن ۷۶ نحصل 
على 281 + (21 + M = )M‏ اي 21 + M - 3M‏ وهكذا نحصل على 


۷ = 21M? + 22M = 43M + 1 


00 
7 129- 
يمكن اجراء عملية الحساب کالاتی: بضرب العادلة 21 + 24 N=‏ في 147 


‫٠‏ ٹل 


حصا : 


۷ - ۱/۶ + 7 
= (M+ 2M + 2 = 3M + 4 


= 30۲+ 2M?) + 2 = 5 + 6M? 
=5 (M+ 2M?) + 6M = 11M? + 7 
= 11(M? + 2M) + 10M? = 21M? + 4 
= 21001 + 21) + 22M = 43M + 1 
ان التطبيقين اعلاه یکونان مفیدان في حالة کون درجة ۷ كبيرة وهذا‎ 


یقلل من عدد النطوات ومن زمی ا حاسبة الالكترونية ان استخدمت . 


۲۳ 


ارين (4.4) 


1 جد العادلة المميزة للمصفوفة 4 ا A=‏ 
ْم استخدم مبرهنة كيل 
لرهنة ان ۸ ."3 = ۸ . ١‏ 
3 

2ے ا3ا کانت 7 ۳ < ۰۸ فجد العادلة المیزة الى ۸ ثم جد 
الى بإستخدام مبرهنة كيل هاملتون . 

3 اذا كانت ۳ = ۰۸ فجد المعادلة المميزة الى fA‏ 
اسب ۸۲و ۸. 


4 جد ۸۲ باستخدام مبرهنة کیل هاملتون . 


Ka  - ۸۵۸ 1 1 2 

A= |0 5 -[ 
Wa Wz 0 0 7 

۱ r 9 

A= A= ] 0 1 


© 
و 
© 


الفصل الخامس 
الفضاءات الاقليدية 


Euclidean Vector Spaces 


(5.0) مقدمة 


لقد تعرف الطالب في مواضيع التفاضل والتكامل والفيزياء وغيرها عا 
الضرب الداخلي او الضرب النقطي (roductم )dot‏ لمتجهين 8,۸ في المستوى 112 
وفي الفراغ ۳5 ان هذا الضرب اهمية كبيرة في معرفة الزوايا بين المتجهات ومعرفة 
خصائص هندسية كثيرة . 
ان الضرب القيامي اعلاه كان معرفا على النحو التالی 
وی ۱8١|‏ الما! = A.B‏ 
حيث ان ۱/۵۱۱ يمثل طول المتجه ۸ و 6 هي الزاوية بين المتجهين ۸ و 8 . ان 
التعریف اعلاہ يبدو معقولا ف الفضاءين R?‏ و R‏ وذلك لان اطوال التجهات 
تعرف بسهولة وكذلك فان الزوايا يمكن قياسها وذلك للوضوح افندم 


ي شدین 
الفضاءین . 


ق الدراسة التجريدية للجبر الخطي » حيث ننافش فضاء التجهات من 
خلال بدے‌یات , معينة » تكون الطريقة اعلاہ 6 تعريف الضرب الداحلي غير معقوله 
وذلك لاننا 9 نقول فضاء المصفوفات 2 فماذا يعني عندئذ ذ طول مصفوفة او 
الزاوية بين مصفوفتين 


556 


سيكون هدفنا في هذا الفصل مناقشة هذه المسألة» حيث نبدأ في البند 
(5.1) بتعريف الضرب الداخلی (roductم‏ 12261)على فضاء المتجهات من خلال 
۱ طرح مجموعة من البديبيات . 

في البند (5.2) سندرس اطوال التجهات والزاويا بين التجهات في 
الفضاءات المعرّف عليها ا داخلیاً . سنطلق اسم فضاء اقليدي عل اي فضاء 
متجهات منتبي البعد وعلى حقل الاعداد ا حقیقیة ومعرّف عليه 7 داخلیاً . سنری 
كيف ان ماسنطرحه بالشکل العام ینطبق على ماهو معروف عن الضرب الداخلي 
والطول في المستوي 8 والفراغ ۸ . سندرس في البند (5.3) تعامد التجهات وكيفية 
ایجاد قاعدة متعامدة من المتجهات لفضاء اقليدي . البند الاخير خصص لدراسة . 
الفضاءات التممة العمودية . 


. (Euclidean Vector Spaces) الفضاءات الاقليدية‎ )5-1( 


ليكن ۷ فضاء متجهات على حقل الاعداد الحقيقية . 
تعريف : 
بضرب داخلي (Inner product)‏ على لأ نقصد دالة 
مہ ۷۷ :ری 
تخصص لکل زوج من التجهات 4,8 في ۰۷ عدداً حقيقياً يرمز له بالرمز 
<8,ه> وهذا یحقق الخصائص التالية : 
A,B = (B,A> -‏ وذلك لكل 6۷ ۸ ولکل 5۷ . 
2 - هدر > - =r A,B‏ ,۸> رذلك لکل 6۷ھ ولکل ' 
۷ 8 ولكل عدد حقيقي 61 ۲. 
3ے 
(Î)‏ ھ>+ <A+B,C> = <A,C)‏ 
)ب( <A, 8+ 0 5 B> +<A۸A,C>‏ 
A‏ 


۲٦٢ . 


4م لکل متجه A E V‏ يكون 
o 0 )‏ > (۵,۸۵> 
(ب) © ھ ,ھ۸) اذا وفقط اذا 0= ۸ . 
بالامكان تعريف الضرب الداخلي على فضاء متجهات على حقل الاعداد 
العقدية لکن بطريقة تختلف عن الطريقة اعلاه لکننا سنرکز اهتامنا على الفضاءات 
العرفة على حقل الاعداد الحقيقية . 
لاحظ ان الضرب النقطي (40155001001) المعرف على كل من ۸ و 
57 بالطريقة 5۵ 8 )| || || = 4.8. قق جميع اخصائص الاربعة اعلاه 
وبالتالی نكون قد عممنا التعريف الى فضاءات » متجهاتها تجریدیة وربما لاحمل تصور 
هند سي . 


سنوضح فكرة الضرب الداخلي بالامثلة التالية : 


مغال (1) : 


الضرب الداخلي الاعتيادي على "8 . 
اذا کان (2,,...,8) لل و(م,...,,6) = 8 متجهان في 87 فنعرف : 
=a,b, + ab, + ... + a,b,‏ 87ھ > 


ان الدالة 8 مس 208870 : < , > المعرفة اعلاه تكون ضرباً داخلياً على 
۳ ولغرض التحقق من ذلك يجب علينا فحص البديبيات الاربعة التي وردت في 
التعريف . الان با ان ضرب الاعداد ا حقیقیة یکون ابدالیا فعليه ینتج ۱ 
مشرظ < = ba, + ... +b,a,‏ = رطبة + ... + =a,b,‏ ره > 
وبپذا تکون البديبية (1) قد تحققت . 
(ra,)b, +... = (ra,)b,‏ = 8ط۸)> 
r(a,b, +... + a,b, =rCA,B>‏ = 
> 8۵ھ > = a,(rb,) + .... + a,(rb,)‏ = 
وپذا تکون "البدييية (2) قد تحققت ایضاً. لتحقیق الندسية 19 3) نجري 
ا حسابات التالية : 


وکا + A+B,C Ù = (a, + b,)c, + ... + (a,‏ > 
٥ر8‏ + DC, +... + aC,‏ + نع 
+A@a,C, + DC, + ...+ DC,‏ ...+ 0 28 
B,C >‏ یہ ۴ > = 
تحقیق ( ب 3 ) يكون مماثلا . اخيرا نلاحظ 
0+ +رتو+ =a?‏ ۸۸7> 
وم أن حاصا مربعات اعداد حقيقية یکون دائماً علدا 7 
موجبا او 7 ویکون مساویا للصفر فقط ف حالة کون جميع ا حخدود مساویة 


للصفر فعلیه تکون البديبية (4) قد تحققت . هذا یکون < و > ضرپا داخلیاً عل 
R"‏ ,„ 


ملاحظة : 


۱ 


إن الضرب الداخل المعرف اعلاه ینطبق على تعریف الضرب النقطي 


(roducمp )dot‏ في حالة کون 2 > م ار 3> ۔ 


مثال (2) : 
اذا کان (رھ ور2) = ۸ ,(رطا,,58ا) =8 متجهین فى ۴2 فان 
0 ارہد = B>‏ 4 
يعرف ضرباً داحلا عل 2 . لاثبات ذلك » لاحظ الا انه اذا أبدلنا في هذه امعادلة 
۸ فان /١‏ لطرف الاعن یبقی کا هو . وعلیه 2 
(B,AD‏ د82 > 
اذا كان (و",,ع) -) فان 
b,)c,‏ + ية)2 + 5(a, + b,)c,‏ - 9,0 + م > 
و296 + و286 + ,50,6 + ,526 = 
(رهر20 + ,6 50) + (يعية2 + ,53,6) = 
(A,CY+ 9‏ = 
وهذا حقق البديبية رل 3 ) و خقیق رب 3) يكون ماثلاً ا 
اذا كان ۲ عدداً حقيفيا فان 


۲٦۸ 





> TA,B> = 5(ra,)b, + 2(ra,)b, 
= r(5a,b, +2a,b) =r (A,B > 
= 5a, (rb,) + 2a,(rb,)= > ۲۵ھ‎ > 
وهذا يحقق البديبية الثانية . واخيراً‎ 
> هره‎ 522 + 282 4 
واضح ان © 2( شرك > وان ٥٥ے جحهرش> اذا وفقط اذا كان‎ 
. (يت,,8) = ۸ . لذلك فان البديپية الرابعة متحققة‎ = 0 
یختلف الضرب الداخلي في هذا المثال عن الضرب الداخلي الاعتيادي على‎ 
في المثال الاول وهذا يبين ان فضاء المتجهات يمكن ان يكون له اكثر من ضرب‎ 2 
داخلي واحد.‎ 


سنوضح الان كيفية وجود ضرب داخحلي على فضاءات مثل فضاء 
متعددات الحدود وذات الدرجة التي لانتعدی 7,)5(,0. وفضاء الصفوفات 
لي ل وغيرها ۰ 


مثال (3) : 


ضرب داخلي عل P,(R)‏ : 
اذا کانت 8۴ + ... + A(K) = a, + aX‏ 
B(x) = b, + DX +... + b,x"‏ 
متعددتي حدود في الفضاء (۸), ۲ فنعرف 
A(%). B(x)dx.‏ § = <800 ,وم 


المعادلة اعلاه تعرف ضرا داخلياً على (5,)8. لاثبات ذلك لاحظ اوا تحقق 
البديبية (1) بسهولة . 
خصائص التكامل تنتج مايلي : 


۳۹۹ 





> ج800 )ف‎ = 0 (rA(x))B(x)dx 
=r 1 ۸۵00۳200 =r > A), 200 
= 0 A(x)(rB(x)dx = > 00,800١ 


. هذا يعني حقق 5 الثانية‎ 
> A(x) + B(x), ج600‎ = 1 (A(x) + 800760003 - 
= 1 (A(XJC(S) + BIVE IE 
= 1 A(KX)JC(K)dx + 1 B(x)C(x)dx 
=< ۸00, دمن‎ + >800,000١ 


ومذا يعني تحقق البدمبية الثالئة ( أ ) وتحقيق رب 3 ) مائل . ۱ 
×20(()ھ) 1 = A(%)>‏ ,(حھ > 
الان ”((×)4) دالة موجبة او صفر ومن مبرهنات التفاضل والتكامل 
تت من ان 
و > > (AC) dx‏ 

وان 0 = ۴ة2(()ھ) 1 اذا وفقط اذا ۸0-0 لجميع قم [1.ه] € . لکن 
المعادلة 0 < A(x)‏ تنتج على الاكثر 2 من الجذور وما ان 0-(5)م لجميع قم 
[0,1] > × ( اي مالاماية من الجذور ) . اذن يجب على متعددة الحدود (×)۸ ان 
تکون متعددة الحدود الصفرية ( جمیع معاملاعها تساوي صفر ) . 
وهذا يعني تحقق البديمية الرابعة . 


مثال (4) 
اذا كانت 2-8 ح A(K)‏ 
x + 3x?‏ = 800 


۳۷۰ 


فجد < (×)4)×(,8 > ء کا معرف في الخال (3) 


ال 


مثال (5) : 


۹ 
۱۸ 


'(2-x)(x + 3x2)dx‏ ؟ 
5x? + 2x)dx‏ + 3) زی = 
2 = 


<A(%,B(X)2 


الضرب الداخلي الاعتيادي على فضاء المصفوفات M)۸(‏ . 
نذكر القاريء بان الفضاء (1) ,م۱۷ هو فضاء المصفوفات ذات الدرجة 
دكت . اذا کانت (رد) دم و(زرط) = 3 مصفوفتین فان العادلة : 


<A,B> = ک5‎ 2 


i=l i=] 


تعرف ضرباً داخلياً على (۸), 1 والتحقيق مشابه للامثلة السابقة 


مثال (0) : 


اذا كانت 


-2 


1۔ 10 
2 0 


۷١ 


مصفوفتین في (11,,)8 فجد ١‏ 4,8 > کا معرف في المثال (5) . 


احل 0 
A,B < )1()0( + (0)(2) + )-1()5( + )0()1( + )2()2( + )3()-2(‏ 
5 
مثالنا الاخير يوضح طريقة عامة وبسيطة لتعريف ضرب داخلي على اي فضاء 
متجهات منتبي البعد . 
مثال 7) : 


الضرب الداخلي الناشيء من الاحدائیات . 
لنفرض ان 7 فضاء متجهات على حقل الاعداد الحقيقية ۸ » منتبي البعد وبعده 
يساوي 31 , افرض ان [,۸,,...,۸]<) تكون قاعدة الى ۷ . اذن لاي متجهين 
8,۸ في ۷ توجد اعداد قياسية وحيدة : باه..۷,:۰۰ و ولاو...ورلا تحقق : 
ريش + ...= رشررادذ 
رشا + .... + B=y A,‏ 
نعرف : 
ولا +....+ لاہدے (ظرش> 


پک التحقق بسهولة من ان التعریف اعلاه مدل بغرا داحلا عل ۷ 
ونترك الاثبات للطالب . لاحظ بان ا الداخلي اعلاه یعتمد على القاعدة اختارة 
فمثلاً لو اخترنا القاعدة الطبيعية للفضاء 32 حصانا على الضرب الداخلي الاعتيادي 
اما اذا اخترنا القاعدة المكونة من المتجهين (1,0) = ,4ء (1,1) = ر4 لحصلنا على 

> 4,8 < > a,b, -a,b, -b, a, + 2a,b, ۱ 


وذلك لاي متجهين (ي8,ب3) = 4,(ر6,,0) = 8 

وللتحقق من ذلك نلاحظ : 
(1,1)ره + (1,0)(ية-رة) = (مة,,2) ع A‏ 
b,(1,1)‏ + (1,0)(ر0-,0) = (رطا,.0) B=‏ 


۳۷۲ 


وعليه يكون < ۸,8 > کا في التعريف کلاتی 
<A,B”> - (a,-aر)(b,-bر) + a,b,‏ 
a,b, -a, bر-a,b, + 2a,‏ = 
لقد می الضرب الداخلي اعلاه بالضرب الناشيء من الاحداثيات لانه 
یعتمد على احدائیات التجهات بالنسبة لقاعدة معينة . 1 
نعتقد باننا اوردنا اد لان به من الأمثلة ونرجع الان لطر ح مفاهم 
اآخری . 
تعریف : 
بفضاء متجهات اقليدي (6ع3م5 ۷۵۵۱۵۲ 8110110622) نقصد فضاء 
متجهات ۷ على حقل الاعداد الحقيقية ومنتبي البعد بمعية ضرب داخلي ١‏ << 
معرف عليه . ونرمز له بالرمز ( 2 , >> ,۷) 


مثال (8) : 


اذا كان بم , > هو الضرب الداخلي الاعتيادي على 82 و 
<, مر الطب الداخلي المعرف في الثال (2) فان کل من 
و < , > O‏ و لو ,> 8) یکین فضایاً اقليدياً لكنهما غر 
متساويين كفضاءين اقليدين وذلك لاختلاف الضرب الداخلي على كل منهما. 
نذكر الان متباينة مهمة تسمى بتباينة كوشي — شوارتز (Cauchy- Schwartz‏ 


Inequality) 
: )5.1.1( مبرهنة‎ 
اذا کان ۸,8 اي زوج من التجهات في اي فضاء اقليدي‎ 
فان‎ )۷, > , 2 ( 
<A,B>? رطق ج هرم ک‎ 
: البرهان‎ 


اذا كان 8-0 فان 0= (۵,2)> و 0= 8,82 > وبېذە الحالة 
تكون المتباينة متحققة . افرض ان 0و8 وضع 


اس 





C= B/K B,B> 


عليه يكون : ج BYKB,B> , BNCB,B>‏ > حل ,0 > 
<B,B>). >۵, >.‏ 07)- 
1= 
الان ضع ,> r=‏ 


من خصائص الضرب الداخلي نحصل على : 
£A-rC,A-rC 7‏ 0 
جه )© + (۸>>- (A,ICD‏ - 4۸,۸7 > 
۱ > 24+ رمه 2 (۸,۸> > 
ر لان 1= ج,0> ) -2r + f‏ درد > 


> درم‎ -f 
۲۳ > >۸,۸ : اذن‎ 


بالتعويض عن ۸,0 -۲, <84/68,8 -©, نحصل على 
BAKB,B>Y J» = <A,B)2/ (B,BY‏ ,۸ >)- ۶( <۸,0>) = 


اذن <A,A>‏ ے‌ ,27/5 (A,BD>‏ 
وعلیه ۱ <8,8 > ہے گ2 ۸8 > 
و سی 

تمارين (5.1) 


1 احسب 2 8,ه > باستخدام الضرب الداخلي الاعتيادي على 82 . 
رام (2 ,0) حف (3- ,1) 8 (ب) (1,7) عق (2,3 )=8 


(ج) (3 ,1/2( «B= (0,0) «A=‏ ریب )1,4( B= (1,4 «A=‏ 
2 - كرر تمرين (1) باستخدام الضرب الداخلي العرفم في مثال (2) . 
3- احسب < ۸,8> باستخدام الضرب الداخلي الاعتيادي على 84 . 

B= )2,-1,2,-1(, A= )2,-1,2,-1( أ(‎ ( 

B= )-1,0,7,2( , ۸ = )3,۷2,0,1/2( (ب)‎ 

B= (-2,3,5,6), A= )1,1,0,1( )ج(‎ 


۲۷٤ 











3 احسب < 4,8 > باستخدام الضرب الداخلی على (۸)ر۴ والعرف في 
مثال (3) . 
رل 1+۷ دم , 272 یرے طڑ 
(ب) 5 +عره + ۷3 A=‏ , 4+52 دق B=‏ 


4 احسب < 4,8 > باستخدام الضرب الداخلي على M1)۸(‏ والعرف في 





.)5( مثال‎ 
0 4 1 1 1 
۱ 7 را‎ 
B= 5 
1 3 2 4 
2 1 
B= 7 0 A = 3 4 (ب)‎ 
5 / 0 -1 
x 
3 2 
۳ 1 )ج(‎ 
B= 1 ا‎ A = 1 
2 1 


5 - لیکن (ل۷, =4 , (۷,ژ8) =8 . حدد ای ما يل بکرن: ضرباً داخلیاً 
على 82 . في الحالات التي لایکون فا الضرب داخلیاً اذ کر الشروط التي لاتتحقق . 


A,B? = xx, + YY» 03‏ > 
(ب) رخ +ہیثدے  A,B‏ > 
(ج) ل رلارلا3 + رلا2 + 32 < A,B?‏ < 
(2) ار <KA,BY‏ 
(ھ) را 3 + XY, + XY,‏ + ما2 < > A,B‏ > 


6 برهن على ان 2ھ) )= ۸,80 > تعرف 07 داخلیاً على الفضاء 


۳۷ 





M,(R)‏ حيث (26) ۳] هو اثر المصفوفة XxX‏ ويساوي حاصل جمع العناصر 
على القطر الرئيسي . ۱ 
7 لتكن (×)۸ = ۸ , (×)8 = 8 متعددتی حدود فی (2,)10 فبرهن على ان 
A )0(8)0( + A(1/2)B(1/2) + A(1)B(1)‏ = مھ > 
يكون ضربا داخليا على (۴,)8 . 
8 احسب 82 وله > باستخدام الضرب الداخلي في مثال (7) . 
( ا ) 52 + A=2-x‏ , 4۷2+ یرے ظ 
(ب) B=-6+7x , ۵ < 1+)1/2(+ x?‏ 
وذلك بالنسبة للقاعدة 02 رھ × +2- ره , 2 - 4 للفضاء )R(‏ و۳ . 
9 حقق متباينة كوشي ‏ شوارتز لكل من : 
( أ ) (1- ,1-) =4 ,(0,3) =8 باستخدام الضرب الداخلي الاعتيادي 
(ب) (3 ,1) =4 ,(6 ,2) =8 باستخدام الضرب الداخلي في مثال (7) 
بالنسبة للقاعدة((5 ,1-) = و۸۵ ,(3 ,1) = 4 الى R‏ . 
(ج) ل ) -ه ,لے 4) =8 باستخدام الضب 
الداخلي في مثال (5) 
10 احسب 87,ھ> باستخدام الضرب الداخلي في مثال (7). 
2 ا ) ?5¥ A=2-x+‏ , 4 +8 
(ب) 25 + 3- عي , B=x+x?‏ 
(ج) 2 A=2-x+‏ , 3-782 + 1- ےس 8 
1 اثبت انه في متباينة كوي شوارتر یتحقق التساوي اذا كان 4,8 مرتبطین 
2 س لیکن (2, لاو ,:) = ۸ «(و2,رلا,ی) =8 . اثبت ان 
(ر22 + دل[)(,22 + 7 2 دلارلا ف زولا +300 + ۳ 2 (A,B‏ 


' یکون ضرباً داخلياً على ۸ . 


¥ 


(5.2) الطول والزاوية في الفضاءات الاقليدية . 


نستخدم في هذا البند متباينة كوشي ‏ شوارتز لتطویر مفاهم الطول 
والزاوية في الفضاءات الاقليدية مثل فضاء المصفوفات او فضاء متعددات حدود 
وغيرها . ما ان د = ۸,۸۵ > وذلك لاي متجه ۸۵ في فضاء اقليدي فعليه بمكننا 
ان نعرف الطول والمسافة على النحو التالي : 
تعريف : 

اذا کان (<, >,۷) فضاءاً اقلیدیاً فان طول المتجه ھ يرمز له بالرمز 


| ||| ويعرف بواسطة : 
A)‏ ,ه>ل = لهذا 


(4,8) 8 وتعرف بواسطة : 


۱۱۵۸-8۱ ع d(A,B)‏ 
مخال (1) : 


اذا کان (م2,...,,ع) =ھ ,(,0,,....,0) =8 متجهین في ”17 مع 
الضرب الداخلي الاعتيادي ( راجع مثال (1) في البدد (5.1) ) فان 


رتو + .... + ر2 + 22 ۷ = A, A>‏ <¥ [ لاا 


(A,B) = ۱۱۸-۵۱ 


= (a,-b,)* + .... + 2رط-ة)‎ 


لاحظ ان هذي. هما بالضبط صيغتا الطول والمسافة الاعتيادية التى عرفناها 
إن ر عر 


YY 


مثال (2) : 

نفرض ان 32 له الضرب الداخلي المعرف في المثال (2) من البند السابق 
اي : رتار2 + ,52,0 = ,> 1 
وذلك عندما (بة,,2) =۸ و (وایط) 8 . 
اذا كان (2,3) = ۸ , (1-,0) =8 فجد طول کل من 8,۸ ٹم جد ال مسافة بینیما . 


الحل : 
8 #- (2)3(63 + (5)2()2 ۷ = ۵,۸ >لإ|- ۱۳۱۱ 


7 2 = (1(6-1-)2+(۱/5)0(0 <ط,ظ >۷- ۱۱8۱۱ 


d(A,B)=|IA-BJ]| = ۱۱2,4۱۱ = F5(2)(2) + 2(4)(4) = 2 

من المهم ان نتذكر دائماً ان كل من الطول والمسافة يعتمد على الضرب 

الداخلي المستخدم . ففي المثال (2) اعلاه كان طول المتجه (2,3) = 4۸ يساوي 38 

في حين ان طوله الاعتيادي ( الطول الناشيء من الضرب الداخلي الاعتيادي ) يساوي 

3 ح3(2)+2(2) . كذلك فان السافة الاعتيادية بين 8,۸ تساوي 
0 -4(۶) + 2(۶) 


مثال (3) : 


جد طول الصفوفة ( 2 له وذلك بالاعتاد على الضرب الداخلي 
على الفضاء (۸)ر1 العرف في المثال (5) من البند (5.1) . 
1 0 1- 


الحل : 2,22 ¥= ۱۸۵۱۱ 
7 (1()1) + (0(60) + (1-)(1-) + (0()0) + (2(62) + (۷)1()1 = 


۳۷۸ 


مغال (4) : 
جد السافة بين متعددتی الحدود 
2 +یرے B(x)‏ , 2-1 ع (2) كر 
وذلك بالنسبة للضرب الداخلي على الفضاء (8), ۲ المعرف في الخال (3) من البند 
(5.1) 
الحل : ۱۱۵۵-800۱ (×اظ ,ىل 
[31-×]] = 
3-3 ¥= 
١‏ 
الان : <x-3,x3 >= $ (x-3)(x-3)dx‏ 
9)dx‏ + ھٹم ۶= 
3 = 


اذن : 1975لا = d(A(K), B(x))‏ 
قبل البدء باعطاء حصائص الطول والمسافة سنذكر الصورة البديلة لمتباينة 
كوشي ‏ شوارتز التي برهناها في البند السابق . 
با ان : B>, ۱۸۱۱۳ =<A, A>‏ ,> - ۵ وذلك فی اي فضاء 
اقليدي (<,>رلا). عليه بأحذ الجذر التربيعي لطرفي المتباينة 
> 8,8 > ۵ھ > > A, BP‏ < نحصل على : 
<A, B>! ۷/۷۱۱‏ | 
وهذه هي صيغة متباينة كوشي ‏ شوارتز بدلالة الطول . 
المببهنتان التاليتان تعطيان ا خصائص الاساسية للطول والمسافة . 


مبرهدة (5.2.1) 
اذا كان (<, >,۷) فضاء متجهات اقليدي» فان الطول || 


يحقق مایل 1 


۳۷۹ 


- لكل 7 ۸6 ,720 ۱۱ © - ۱۱۵۱۱ اذا وفقط اذا 0 -ه , 
2 لاي عدد حقيقي ۲ لاي منجه ۷ € ۸ يكون |(۸|| ۱۶۱ ااهتا| 
حيث ان |۲| هي القيمة المطلقة للعدد الحقيقي ۲. 
3 لاي زوج من التجهات 8:۸ يكون 
III‏ + ۱۱۸۱ ال8+كا| 


( التباينة اعلاه تسمى بالتباينة المثلفية (Triangle inequality)‏ 


مبرهية (5.2.2) : 
اذا كان (<,>,۷) فضاء متجهات اقليدي» فان المسافة 4 تحقق 


مايلي : : ۱ 
- 8(2<20,ة) 4 و 0= (8,ة) 4 اذا وفقط اذا 8 =۸ . 
2 - (8,4) 0 = (4,8) 4 وذلك لاي زوج من التجهات ۸,8 . 
لاي ثلاثة متجهات ۸,8,٣‏ في ۷ يكون 
d (A, 5 d (A,C) + 0 (C,B)‏ 
2 المتبايئة اعلاه تسمی ايضاً التباينة المثلثية ( 
ان برهان ا خصائص اعلاہ سهل جدا ويعتمد على التعاريف 9 مباشر 
ماعدا التباينة المثلثية التي سنذکر برهانها , 
برهان التباينة الثلثية للطول : 
+ 5,۸ +۸ >- 8۱۳۳ + ۱۸| 
8,82 > +82 > 2 + ۸,۵ > - 
<ظر8 > + إج طرم > | 2+ درم که 
بأستخدام متباينة كوشي ‏ شوارتز حصل على 
B,B>‏ <+ ۱۱۸۱۱۱۱8۱۱ 2 +< هرح کیک زه + هاا 
IBI + ۰۶‏ ۱۱۸۱۱ 2 +۱۱۸۱ < 
۳ + ۱۱۸۱۱)< 


YA 


 |۱۸(| + ۱۱8(‏ ||8 + ۸]] 
(و.ه. م) 


احذ الجذر التربيعي يعطي 


امتباينة اعلاه “ميت با تباینة ال ثاثیة للسبب التالي . 
في المستوي 22 » لدينا الصورة التالية : 





عند ابدال 8 + ب 8- في المتباينة ا مثلثیةء نحصل على 
اهز +۱ ٠۸‏ = ۱-۵۱ +|۸|]| عاق هاا 
وهذا يعني ان حاصل جمع طول اي ضلعين في مثلث يكون اکر او 
مساو لطول الضلع الثالث ( حقيقة معروفة في افندسة المستوية ) من هذا نری اث 
معظم ا خصائص المندسية للطول وا مسافة قد تعممت الى فضاءات مجردة 
( الفضاءات الاقليدية ). ۱ 


۲۸۱ 


تعریف : ۱ 
اذا كان 8,۸ متجهین غير صفرین في فضاء اقليدي (< ,>,۷) فان 


<ھم> _ 

[BII‏ اله اا 

حيث : ع ء ه246 0 
عو متباينة كوشي ہی ”او علی ان 

5۱۸۱۱۱۱۱ | < ظ,۲>۵ 
۱ |> ظ,۱>۸ 
<A,B> 7 5 3‏ 
غفل غل ا انح و ای یہ 2 
زره ما هدا يعني ان 1 > 


۵۷ (اهاا - 
من هذا تتضح شرعیة التعریف؛ اي انه توجد زاوية وحيدة © بحيث یکون 
(A,BD/llANNBII‏ 6و0 و )2 5 6 5 0. 
مثال (5) : 
جد الزاوية بين التجهئین (1,0) له و (0,1) =8 وذلك في الفضاء 782 
العرف عليه الضرب الداخلي الاعتيادي . 


الل : 0= (0()1) + (1()0) = > IBI =1, [All 21 , < A,B‏ 
اذن 0 0/1.1 = © 05©, عليه تكون 7/2- 6 


مثال (6) : 


١ ۵ :‏ 
جد جیب تمام الزاوية بين المصفوفتين 5 60 A=‏ و 
3 م) =8 وذلك في الفضاء (81) ی۷( العرف عليه الضرب الداخلي الذي 


نوقش في المثال (5) من البند (5.1) . 


<A,B >= )1()-1( + (0)(2) + (2)(0) + (-1)(3) > -4 0 : اخل‎ 


TAY 


6 = 1(2-) +2(2) +0(2) +6۳ > [لذاا 


BII = ە"‎ ٣ٰ کگہ‎ 77 = 10 


-2 


اذن ۰ الما الاق كك وو) 
5 ۱ ۷15 بت 
تعریف : ۱ 
في فضاء اقليدي (< , >,۷) يكون المتجهان 8,4۸ متجهين 
من هذا التعريف ومن تعريف الزاوية فان المتجهين 8,4 يكونان متعامدين 
اذا وفقط اذا کانت الزاویة بینہما تساوي م7 8 1 
مثال (7) : 
برهن على ان التجهین ۸-1 , 1/2- =8 یکونان متعامدین وذلك 
في الفضاء (۴,)۸ العرف عليه الضرب الداخلي : ۸۵۵۵۸ = <A,B)‏ 
الحل : * <A, § (1)(%-1/2)dx‏ 
ر20 /0- 02 dx=‏ ۲)1 = 
آرهنه اسالیة تعمم شس تار العروفة . 


مبرهنة (5.2.3) : 
اذا كان ۸ و 8 متجهین متعامدین في فضاء اقليدي (ی>,۷) فان 
۰ + ۱۱۵ = ۱۸+۱۱۶ 
البرمان : 2 + 3,۸ + ۵ > 3۱۳ +6 


- رن‎ 2 <A,B) + (B,B > 
-]]۸+ 


TAY 


وذلك لان ۸۵,۲۶۵ > 
ند 
لاحظ :۰ في 22 او 5 مع الضرب الداخلي الاعتيادي تختزل هذه المبيهنة 
الى نظرية فیذاغورس لعادية . لاحظ الشكل التالي : 


ل 
8 کم 


4 
في نہایة هذا البند نذکر القاريء بان مفاهم الطول والمسافة والزاویة تعتمد 
عل إلضرب الداخلي العرف على الفضاء وما انه یمکن تعريف اكثر من ضرب داخلي 
واحد ؛ فعليه يمكن ايجاد اكثر من طول واحد مثلا للمتجه ونرجو ان هذه المسألة 
لانسبب تشتت في ذهن الطالب . الطول یکون واحداً وثابتاً عندما پثبت الضرب 
الا اخلي » وهكذا . 1 
تمارين (5.2) 
لیکن 82 له الضرب الداخلي ,× + 5x۷,‏ -<2 ,۸۵ > حيث 
(ولارية) B=‏ ۵-۲۵ . اوجد ([۸] ,۱۱81 , (4,8) ۵ في کل ما 
ل : 
( أ ) (2,1) =4 ,(0,3) B=‏ 
(ب) (1-,1-) عه ,(2,2) =8 
)ج( )0,4( B= (4,0), A=‏ 
2 كرر تمرين (1) باستخدام الضرب الداخلي الاعتيادي . 
3 احسب [الل!] ,۱8۱۱ ,(0)4,8 باستخدام الضرب الداخلي على (۴,)8 
والمعرف في مثال (3) من البند (5.1) . 
B=2+xx, A=1( Î)‏ ۱ 
(ب) x-x?-x, A=4+ x-(1/2)x‏ ظ 
۲۸٤‏ 


4 احسب ۱۱۸۱۱ ,۱۱2۱۱ ,(4,8) ٤‏ باستخدام الضرب الداخلي على 
(8) ,م۷6 المعرف في مثال (5) من البند (5.1) . 


( بل )حم (ت و )<ظ في الفضاء ۷,۸ 


0 1 0 - 1 ۱ 
(ب) ا عق 24 < 8 في الفضاء () بر 


5 س اوجد جیب تمام الزاویة بين ۸,8 في کل جزء من اثمارين 1ه ,4,3,2 . 
6 برهن على ان : 8102|[ +1[2>2)11۸[1ظ + ۱۱۸ + *|[ه-ها| وذلك 
لاي متجهين 4,8 في فضاء اقليدي (<9,>,2) . 
#7 برهن على ان : ۱۵-8۱۱ > | ۱۱8۱۱ - |14١١‏ وذلك لاي متجهين ۸,8 
في فضاء اقليدي (<2, >,۷) . 
8 برهن على ان : ۱۱۵-8۱۱3 -8|2 + ه]])1/4 - < ظ,ه> وذلك لاي 
متجهين ۸,8 في فضاء اقليدي (<, >,۷). 
9 برهن على ان : 
LA ۱۱8۱۱ ٥‏ ۱۱8۱-۵2 + إه]| ع ة81-ها| حيث ان ۵ 
هي الزاوية بين ۸,8 . وذلك في اي فضاء اقليدي (<, ۷,5) . 
0 اذا کے 8 متجهين في فضاء اقليدي (<, >,۷) بحيث ان |إله]| 
ا فبيهن على ان 8 +۸ يكون عمودياً على ۸-8 . 


لیکن 8ھ متجهین غير صفرین في فضاء اقليدي (2, >,۷) . اوجد 
اقصر متجه 8 +۸ ٥=‏ . هل ان © يكون عمودیاً على 8 ؟ . 
( ارشاد : احسب طول © ثم استخدم افکار التفاضل والتکامل ) . 
2 لیکن ۸ له الضرب الداخلي الاعتيادي . لاي من قم ۲ یکون ۸,8 
متعامدين ؟. 
رل (1,3,5-) 8 , (-1,2,1) ۸۵ 
(ب) (۲,3-,۲/2) A= )2۲,7,2( , B=‏ 


Ao 


اذا كان [0]0,1)> ۷ فضاء الدوال الحقيقية والستمرة والمعرفة على الفترة 
المغلقة [0,1]ء فان : ل 9 8 = <ع,؟> يكون ضرباً داخلياً 
على ۷ . 
2 ا ) هل ان الدالتی × 2۸ 510 = (×)۴ ۸x,‏ 0052 = (×)ع متعامدتان ؟ ٠‏ 
(ب) هل ان الدالتين ۳۲ 5122 - )12 Cos 2 Xnx,‏ - (8)5 
متعامدتان © ۰ 
( ج) اوجد. متعددة حدود من الدرجة الثانية تكون عمودية على كل من 
الدالتين 1 - (505 , << )8 
14 برهن الاجزاء (1) , (2) في مبرهنة (5.2.1) والاجزاء (1) ,(2) ,(3) في 
مبرهنة (5.2.2) . 
5 فی الفضاء الاقليدي ”۴ مع الضرب الداخلي الاعتيادي» اوجد امحل 
الهندسي لجميع التجهات 4 التي تحقق 1 > |۰۱۸۱ ارسم شكلاً . 


(5.3) القواعد المتعامدة الاحادية ‏ طريقة كرام ے شیدت 
Orthonormal bases and Gram - Schmidt process‏ 


لاحظنا في الفصل الأول ان كل فضاء متجهات منتہی البعد يكون له 
قاعدة. بالحقيقة توجد اكثر من قاعدة واحدة والمسائل التي تطرح تحدد نوعية 
القاعدة المطلوبة . في معظم هذه المسائل نحاول دائما ایجاد قاعدة بسيطة المتجهات . 
في الفضاءات الاقليدية, تكون الحالة غالباً ان افضل اختیار للقاعدة هو الاختيار 
الذي تكون فيه جميع التجهات متعامدة كل على الاحر . سنبين في هذا اند كيف 
يمكن بناء مثل هذه القواعد . 


تعریف : 


لتكن 5 مجموعة جزيئة من التجهات في فضاء اقليدي (< ,> ,۷). 
يقال بان 5 مجموعة متعامدة اذا وفقط اذا كان اي متجهين مختلفين في 5 متعامدين. 


المجموعة المتعامدة تسمى مجموعة متعامدة احادية اذا وفقط اذا كان طول كل متجه 
فیہا مساويا الى 1 . 


مثال (1) : 


المجموعة [(0,0,0) ,(1,1,1)) تكون مجموعة متعامدة في الفضاء ۴ مع 
الضرب الداخلی الاعتيادي » لکہا ليست مجموعة متعامدة احادية وذلك لان 
NT‏ ۱۱0,:1:1(۱۱. 


مثال (2) : 
المجموعة المتكونة من التجهات 


A, 0 e‏ ,(0,1,0) > رهم 


٠‏ حلي 


مق هکت ۸,۸7> 
وايضاً 1= HAJI > IIA,‏ = |امهاا 


مثال (3) : 
٥ 0 ١ .‏ 
اجموعة د ١‏ )= به 3 ب)< يدل = ,14 
ليست مجموعة متعامدة وذلك لان © كو ٠يشربه‏ > . 
وذلك في الفضاء (24,)8 مع الضرب الداخلي الاعتيادي . 


لنفترض الان ان ۸ متجه غير صفري في فضاء متجهات اقليدي 
(<رء ۴ ۷)ء فان التجه 0/۸۱۱۸ B=‏ 


TAY 


يكون متجهاً احادي الطول وذلك لان 
HAJI = 1‏ ([[1/7/||۸) - ۵۱۱ (الذا١|/1)‏ ۱۱ ۱۱8۱۱ 
اذن يمكن دائماً ایجاد متجه احادي الطول من متجه غير صفري . اهمية ايجاد قاعدة 
متعامدة احادية لفضاء اقليدي تكمن جزئياً بالرهنة التالية التي توضح انه من 
متجهات تلك القاعدة . 
مبرهنة (5.3.1) : 

اذا كانت 1 ,ش,...,,۸]<٩‏ قاعدة متعامدة احادية لفضاء اقليدي 
رھ ۵,۸ €+.... + ريق یھ کک + A,‏ 7 حدم 
البرمان : با ان 5 قاعدة الى ۷ . اذن يمكن للمتجه ھ ان یکتب کترکیب خطي 
من متجهات 5 لیکن 

بش + ... + ی ھر × + بشید = A‏ 


لکل متجه ۸ في 5 یکون 


یھ XA, + ... +... + XA‏ + رش < = ۵,۸ < 
جرش شك + :.. لعج رط كن + ... + AAD‏ كر - 


با ان ا حموعة 8 متعافدة احادية ء عليه يكون 
۱۱۵,۱1 = (رشرره > لكل 1 و ٥“(ھ,,ھ>‏ عندما [-1 اذن نحصل من 
المعادلة اعلاه على مايل ۱ 
<A, A( 2=‏ 
وذلك لكل : ,...,1,2 - ٤1ء‏ اي ان 
۸۸م > + .... + A=(A,A 7A4,‏ 


وگ 


۲۸ 


مثال (4) : لیکن 
۹ و ۰/۶ - © 3/5 8 ہمہ 
A= A 55 1‏ 
1 ۳ ۳ بر 0 ۱ ۲ ١‏ 


من السهل التأكد من ان المجموعة [ 4 ,ر4,ر4,,4]=$ تکون قاعدة 
متعامدة احادية للفضاء (),1۷1 بالنسبة للضرب الداخلي الاعتيادي . عبر عن التجه 
0 - = ۸ كتركيب خطي من المتجهات فی 5 . ثم اكتب متجه احدائيات ۸ . 
الحل : 5- ع (0()0) + (1()0) + (5()1-) + (6()0) > ۸۸,۰ > 
5- - (0()0) + (1()3/5) + (5()0-) + (4/5-)(6) = ج۸۸ > 
5 - (0()0) + (1()4/5) + (5()0-) + (6()3/5) << ۵,۸ > 
0 = (0()1) + (1()0) + (5()0-) + (6()0) = ۰ح۸ >A,‏ 
اذن من مبرهنة (5.3.1) 
ب22/5(4) + يذ (21/5)-,54- - A‏ 
هذا المثال يوضح فائدة المبرهنة (5.3.1)ء حيث انه اذا كانت القاعدة 
ليست متعامدة احادية فأنه يتوجب علينا حل نظام من العادلات لكي نعبر عن 
التجه بدلالة القاعدة ( راجع الفصل الاول ) . 
ان متجه احدائیات ۸ اعلاه یکون (21/5,22/5,0-,5-) = × . 
يمكن ايضاً معرفة احدائیات التجهات بالنسبة الى قاعدة متعامدة فاذا 
كانت [,8,,...,8]) <5 قاعدة متعامدة للفضاء الاقليدي (۷,>,7) وکان 
۷ اي متجه فان : 
۱۱8,۱2 / نهک .... + IIB,IDB,‏ / 87ھ )دم 
والبرهان ماثل تماما لبرهان البرهنة (5.3:1) وبترك کتمرین . 


مبرهنة (5.3.2) : 


اذا كانت إى گی ۸ات 5 جموعة متعامدة من المتجهات غير 
الصفرية في فضاء اقليدي («ای>,۷) فان 5 تكون مستقلة خطياً . 


۳۸۹ 


البرمان : افرض ان 0 = مش + .... + يشر + ,54۸ . 


لکل ,...,16:1,2 يكون لدینا  ٠,‏ 


7ش + ... + (AXA,‏ ج٥01‏ پبف>ھ O‏ . 
XKApA, (‏ + ... + ہم یےے .... + ھ4۸ =X‏ 
فرطك - ١‏ 
وذلك لأن 
0خ 44ک وبالتالي فان 0 >< ...=ر×= × بهذا تكون اجموعة 5 
رو يوك 


مثال (5) : 


اذا كان (2,1,1-) = پھ ,(1-,0,1) یه ,(1,1,1) = ره فرهن على 
ان المجموعة [ر4,رS=)4,,4‏ تكون قاعدة الى ۴ ثم عبر عن التجه 
(1,1-,1) = ۸ كتركيب خطي من متجهات 8 . 

اخل: أن السؤال اعلاه يمكن حله بالطرق المطروحة في الفصل الاول لکنها طرق 
طويلة . هنا نلاحظ ان المجموعة 5 تكون متعامدة وبالتالي وحسب البرهنة (5.3.2) 
نستنتج من ان 5 مستقلة خطياً وما ان عدد متجهاتها يساوي بعد الفضاء 27 فانہا 
حتماً ستكون قاعدة . لغرض كتابة المتجه (1,1-,1) = 4 نستخدم الملاحظة التي 
تلت مثال (4). اي 


پر مہ ہے ہے تشگ رر حیششگ دم 
ایشا IAI‏ ش "ها 


4. 


2 = ۸ی >,2- - شرف ,1= (ذره>ه 
6 > ۱۱۵,۱۲ :,2“-2([یھ|| , ۱۳-3 ,ها 
عليه يكون لدينا : 
A= (1/3)A,-A,-(1/3)A,‏ 


القواعد المتعامدة الاحادية تفيد ايضاً لمعرفة الضرب الداخلي بسرعة وکا 
موضح في المبرهنة التالية : 


مبرهنة (5.3.3) 
اذا كانت ٩<]۸,,...,۵,:[‏ قاعدة متعامدة احادية لفضاء اقليدي 
(<, >,۷) وكان 
aA,‏ + ...+ ۸۵2۵ 
ہشہتا + ... + B=b,A,‏ 
فان رتا + ...+ <A,B >=a,b,‏ 
البرهان «جقرط + ...+ بشرطريشية + .... + رهرة > => 8ر4 > 
A;‏ ہے ab,‏ = 
ab, +...+a,b,‏ = 
ذلك لان [< [ ۱ = ۸٦‏ ,۸> 
: ز1 2 


۱ ( و . ه. م 4 

ناقشنا في البند (1.9) من الفصل الاول مسألة الاحداثیات وقلنا بانه اذا 

كانت ا جموعة [,۵....,,ھ) > 5 قاعدة الى فضاء متجهات ۷ على الحقل ۴» 

فيوجد لاي متجه 6۷ ۸ متجه وحيد 6۲۳ (,×ر...,,×) =× يسمى بمتجه 
احدائيات ۸ بالنسبة للقاعدة 5. 

في حالة کون ۷ فضاءاً اقليدياً فانه حتماً وحسب التعريف سيكون 

فضاءاً على حقل الاعداد الحقيقية . بذلك تكون متجهات احدائیات متجهات ۷ 


53١ 


واقعة في "۸ . البرهنة اعلاه تنص على ان الضرب الداخلي لاي متجهين في فضاء 
متجهات اقليدي (< ,> ,۷) يساوي الضرب الداخلي الاعتيادي في ”۸ لمتجهي 
احداثياتهما بالنسبة لاي قاعدة متعامدة احادية الى ۷. المثال الاتي يوضح 
مانقصده . 


مثال (6) : 


برهن على ان [ *[3//72/) ,72 /1 1 -5 تكون قاعدة متعامدة 
احادية للفضاء (8,)10 المعرف عليه الضرب الداخلي 
مه <A,B>‏ 
مم جد الضرب الداحلي للمتجهين ×5 + 3 = 8,×-2 ع A‏ 


ا حل: ضع 1/۷2“ ,۸ ۷2x,‏ /۷3 یه 
۱ ۱ 
با ان 0- ×0× (۷3/2) و = «(یهر۸ > 
١‏ 
. عليه فان 5 تكون مجموعة متعامدة . الان 


۱ 
dx=1‏ )1/2 £ = رھ :رھ > ۱۸,۱۳ 


1 
(3/2)x dx = 1‏ [ = ربھ ,یه > = ای۱۱4 


ما ان 2= ((۴,)8) ”ك و 5 مجموعة مستقلة حطياً لامها متعامدة وما 
ان طول كل متجه فيا يساوي 1 فان 5 قاعدة متعامدة احادية الى ۴,)R(‏ . 


يمكننا ایجاد الضرب الداخلي 58١‏ + 3,×-2 > باستخدام التعريف أي 
2-x,3+5x> = (1 (2-x)(3 + 5%)dx = 3‏ > 


لکن لو اردنا تطبيق ماورد في البهنة (5.3.3) والملاحظة التي تليها 


۳۹ 


فيجب علينا ان نجد قيمة احدائیات كل من -2 ,×5 +3 بالنسبة للقاعدة 5. 
نلاحظ مايل 
5x =3 ¥2 (1/02) + )5 /2/۷3() ۷3/۷ 209‏ + 3 


2000 ۷3/۷ )(3 ۷2/۲ -) + )1/2( 2 2 2 
اذن یکون متجه احدائیات ×5 +3 بالنسبة للقاعدة3(,5 ۷2/۷ ۷2,5 3) = × 
ویکون متجه احدائیات ×-2 بالنسبة للقاعدة 5 ,(1273-,2:۷2) = ۷ الان 
الضرب الداخلي الاعتيادي للمتجهین ۷,26 في 12 یکون 
<X,Y> =(3 2۵2 ۷2(+ )5 ۷2۸ 3( 2/4 3(‏ 
3 12-10/3 = 

اذن : 3 = <١‏ - 5,2 +3 > 
بعد ان استعرضنا فوائد القواعد المتعامدة الاحادية في الفضاءات 
الاقليدية » نتجه الان الى محاولة معرفة كيفية ايجاد تلك القواعد . نبداً بالمبرهنة التالية 

التي ترينا كيفية ایجاد قاعدة متعامدة احادية » اذا عرفنا قاعدة متعامدة . 


مبرهنة (5.3.4) : 


اذا كانت [ به,...,,5-1۸ مجموعة متعامدة من التجهات الغير 
الصفرية في فضاء إقليدي (<,>,9) فان المجموع ,1۸,۸ 11 
[اايشاا/يف..... تكون مجموعة متعامدة احادية وتولد الفضاء الجزثي الولد 
نفسه من قبل انحموعة 8 » اي [1]] = [5] . 1 
البرهان : 

انه لمن الواضح ان اطوال متجهات 33 مساوية للواحد . الان با ان 


۳۹۳ 





جم IIA; > “)1/۸ 1 ۵,۱ <A;‏ 'بكراابكاا /ب4 < 
۱ 


0 ہچ كين انح 
HAN 1۸‏ 


وذلك لکل 17 . 
اذن تکون المجموعة 11 متعامدة احادية. لنأخذ [5] © ۸ء عليه توجد اعداد 
حقيقية ,3/,...,8 تحقق 
بذ + ... + ,۸,۸ 
العادلة اعلاه يمكن ان تکتب بالصيغة ۱ 
1A, J ۱‏ /ي4([ايها] (a,‏ ... + ایها۱ ۵۸ بهاا بع) 47 


وعلیه یکون ۸ قد کتب کترکیب خطي من متجهنات 13 وبالتالي یکون 
 ]1۷[‏ ۸ . اذن یکون [۳1] [5] . اما اذا كان [11] © 8 فانه توجد اعداد حقيقية ` 
,تا,..., تا تحقق 


(5,)۸,/1۸,[1+... + (۸,/۱۱۸,۱) 9 ظط 
(b/ILA,IDA,‏ + ...+ بهذا ابه |/,0) = 
واذن [5] = 8 . من هذا نستنتج على ان [5] © [13] وبالتالي يكون [11] = [5] . 


مبرهنة (5.3.5) : ( طريقة كرام شمدت للتعامد الاحادي ) 


- لكل فضاء جزي من فضاء اقليدي (<, >1) توجد قاعدة متعامدة 
احادية . سپ 0 


البرهان : 

لنفرض ان 2 فضاء جزثي من ۷ . با ان ۷ فضاء منتبي البعد فان ۸1 
يكون فضاءاً منتبي البعد وعليه توجد قاعدة الى 1۷ ولتكن[4,..., 4= 5 وذلك 
حسب البرهنة (1.8.3). سوف نطبق طريقة معينة لبناء قاعدة متعامدة احادية الى 
۷ وذلك باستخدام القاعدة 5 کادة اولية . هذه الطريقة تعرف بطریقة کرام سے 


7 


”مدت . 


ضع ۱ =A,‏ بط 
B,‏ (اا,ظ۱۱/ 7 B ۵, ( <B,,B,‏ 


٣8,۱١) 8,‏ / ,> )...رظ (ااریظ۱۱/ 2 B, = A, (< A, Bn.‏ 
يجب علینا برهنة مايل : 
1 0 |ار8]] وذلك لکل 8,....,2,1-1. عندئذ يحق لنا القسمة على 
[|:8|| في المعادلات اعلاه . 
2 المجموعة 1م8,..., 11-18 تکون مجموعة متعامدة . 
3 المجموعة 51 اعلاه تكون قاعدة الى M‏ . 
عندئذ يمكننا ايجاد قاعدة متعامدة احادية الى 2/4 وذلك باستخدام 
المبرهنة (5.3.4) التي تقسم التجهات على اطواطا . 
لرهنة (1) اعلاه نلاحظ انه في حالة وجود کا بحيث 20 |8| فأن خصائص 
الطول تحتم على ان 0 > 8 وعند تعويض ذلك في العادلة التي تعرف ,13 نحصل 
على : ۱ ۱ 
,۱۱۵,۱۱۵ جرظبيه> )...س3 3 ابي ||/ AB,”‏ > )هه 


اي ان 


A, = (CAB, / IIBIDB,, + ...+ ) إرظرية>‎ /1IB,1DB, 


° ۰٥۰ 



























































لکن عند التعویض عن كل مر ود = رظرر8,...رري8 بدلالة ,۰..,4, ۸ نحصل 
على ان يل يكون تركيباً خطياً من ,,ش,...,۵ وهذا تناقض لان المجموعة 
[ہھ...,,1۸۵مستقلة خطيا . 
اذن 0 # ,8 لكل :2,1,.. n,‏ 
سوف نبهن (2) اعلاه بالاستقراء الرياضي وکا بلي : 
اولاً : المجموعة ر8,,8 متعامدة وذلك لان 

> بكذلابها| / جرخريةط> ) - رشرر4 >= ررظ,رظ > 


7 ۸۵,۸۵۱ > (۱۱ ,۱۱۵ / «رطريطظ> )۔ ”ھ,ھ> - 
AA -) > A,,A, > /۱۱۸,۱۱(11۸,۴‏ < = 


=0 


ثانياً : لنفرض ان جوت 8 و...مرظ موق متعامدة . عندئذ ستكون 
By, eB: }‏ 8 متعامدة ايضاً وذلك لانه لکل 2,1<1,..., 


يكون 


> Bg, B; ١ =< م۸ >) ,بش‎ BO IBI (> بش‎ j 
بط رظ ([[ظ۳]/ درظ‎ y> 


k 
<A, B> = D_ (Ax, Bj ۱8 (ظر2>‎ 


j=1 


عا ان 1B,,...,B‏ مجموعة متعامه بالفرض › هذا يكون 
0 - < 8,8 > وذلك لكل 1ز بالتعريض حصل على : ٠٠‏ 


<A, Bî -)> Aç, B;> ۱۱8, ۱(> 2,‏ 5 ررظریظ> 
O‏ = 

نستنعج من الاستقراء الرياضي على ان ا جموعة [ ,8,...,8] تكون 

مجموعة متعامدة . با ان كل مجموعة متعامدة من التجهات غير الصفرية تکون 

مستقلة خطیاً ( مبرهنة 5.3.2 ) فعلیه تکون [,ظ,. ...رع قاعدة الى 1۷۸ وذلك 

لاحتوائها على عدد من التجهات الستقلة عظاً مساویاً لبعد الفضاء الزن ١‏ 

وذلك حسب نتيجة (1.8.8). بعد حصولنا على قاعدة متعامدة [ ۾8,. Bs‏ 

نحصل على قاعدة متعامدة احادية ] ۾°,..., ,€= H‏ وذلك باخذ| C, = B, AB,‏ 
n,...,1 =k,‏ 


رومام 


مثال (7) : 
جد قاعدة متعامدة احادیة للفضاء الجزني 
} 0= ۷-2۷ + :(۷۷ ,2و لا ,)4 - ۷۸( 
اخل : 
نحاول اولاً ايجاد اي قاعدة الى 2/1 ثم نبني القاعدة التعامدة الاحادية منها . 
یماد قاعة الى 84 نک سستب ۷ بالصيف سبة 
W 7 ۱‏ = 2,۷ < ۷,2 ع لا < 20-۷ ح 6ز:(۱۷ رو رن ]ع ۷[ 
التجهات (2,0,0,1) = يش ,(0,0:1,0) = رھ , (1,1,0,0) = A,‏ 
تکون قاعدة الى ۷. الان نطبق طريقة كرام شمدت لاستخراج قاعدة متعامدة 


احادية . ضع 
B, =A, < )-1,1,0,0(‏ 


۳۹۷ 


B= A,- (< جرظرية‎ ۱۱,۱, 


B,> /IIBIDB,(<A,, B> /]| 8|158‏ ري > ) A;-‏ - رظ 


الان 


اذن 


. الان : 


بالتعويض نحصل على 


اذن 


بأحذ 


>> ج رظیھ‎ =o 
| |" = C= )1(2 - 2 
B, 5 (0,0, 1 ,0()-0/2()-1 و‎ 1 ,0,0( 


= (0,0,1,0( 


> يظرية‎ > =0, <A,,B, >=-2, ۱۱8,۱21 


By, = )2,0,0,1( )-2/2(-1 1و‎ ,0,0) 

)1,1,0,0۔) + (2,0,0,1 = 

= )1,1,0,1( 
lB, ۱۱-۷2: esll =1. بھ||‎ || - VF 
C, 7 ۱5, II = )-1/ (2,0:0آي17, ك2‎ 
اارق|| رطع‎ = (0,0,1,1) 


11-037 اطع 


۹۸ 


نكون قد حصلنا على قاعدة متعامدة احادية للفضاء الجزثي ]۷[ مكرنة من 
النجھات ;©©© 
مثال (8) : 


جد قاعدة متعامدة للفضاء الاقليدي (52)08 مع الضرب 0 
<A,BY> = ۸60۵60۵‏ 


ا حل : نبداً بالقاعدة الطبيعية المكونة من التجهات 


ونطبق طريقة كرام شعدت وذلك بأخذ 


B, = x-( x, 48ر8 |/ جره‎ 
B= x - (€ x, رھ‎ /IIByIIDB, - (< xB, / (۱,1 


۱ ۱ 
.IBAF=< ۱<ءة(1(0) ؟ = «رظ,رظ‎ 
4 
> رقل,×‎ =<x,1) = (x dx = 1/2 
(XB = (#1) = مس‎ 


2 رھ 


۲۹ 


2 2۳۵۰ /۱-) ۲۱ = «وظبیظ > = رظ| 
0 


1 
< xB, y = ( x(x-1/2)dx - 2 


o 


بالتعويض نحصل على 
x2-(1/12)/(1/12) (x-1/2)-((1/3)/1)(1)‏ = بط 
6 + 2-۷ = 
ما ان اي فضاء متجهات ٹمکن اعتباره کفضاء جزي من نفسه وما أنه 
يمكن دائماً ایجاد قاعدة متعامدة احادية لاي فضاء جزيي من فضاء اقليدي, اذن 


نکون قد حصلنا على مايل . 


نتيجة (5.3.6) : 


لكل فضاء اقليدي (< , > ,۷) توجد قاعدة متعامدة احادية . 


تمارين (5.3) 
1 لیکن 82 له الضرب الداخلي الاعتيادي . اي ما بلي یکون مجموعة متعامدة 
من التجهات . 
رآ (3 1:0(,)0) (ب) (4,5) , (1,2-) 


(ج) (۷2 ,0) :۰ (1/۷2:1/۷2-) (د) ,(2/ /2,1/ /1) 
)۷2 /1 ,2-) 


(ه) (۹/ /5,2 ¥ /⁄1-) , (۷۹ /1/۷/5,2) 
اي من ا جموعات اعلاه يكون مجموعة متعامدة احادية ؟. 


2 لیکن ۸ له الضرب الداخلي الاعتيادي. اي ما يلي يكون مجموعة متعامدة 
احادية من العجهات . 
رگ (0,0,1) , (1,1,0۔) , (1,1,0) 
(ب) (0,0,1) , ,(2,0⁄ /1, 2 7 /1-) , (۷/2,۵ /1/۷/2:1) 
رج) (1/3,2/3,2/3) , (2/3 -,2/3,1/3) , (2/3,1 -,2/3) 
)د( (1//2,0-,۱/۷2), )¥6 /2 ,۷/6 /¥6,1 /1( 


3 لیکن 2080 له الضرب الداخلي العرف في مثال (3) من البند (5.1) . 


اي ما يلي يكون مجموعة متعامدة من التجهات ؟. 
رل 1⁄2-×,1 » (ب) 1-×,1 
(ج) 04 « (د) 2,2-×3,× 


4 اذا كان (95/ /1-,5/ /1) -ه و (30/ /30,3/ /2)-ھ. 
فبرهن على ان ا حموعة [8,! متعامدة احادية اذا كان ۸ له الضرب 
الداخلي رلای2 + ,31,۷ = ۸,2 > ولا تكون متعامدة احادية في حالة 
الضرب الداخلي الاعتيادي : : 
5 البت ان : 
(0,3,6,0) = ركد,(1,2-,3,2-) = ر2,0,0,3(,۵) = A,‏ 


A, = (-6,- 52/5,26/5,4). 

تکون مجموعة متعامدة من المتجهات في 84 مع الضرب الداخلي 

الاعتيادي . بجعل طول كل من هذه التجهات يساوي واحد ء احصل على 
محموعة متعامدة احادية . 

6 اوجد .متجه احدائیات التجه (5,7,6-,1) = 4 بالنسبة للقاعدة المتعامدة 

الى “۸ الموجودة في تمرين (5) . ( استخدم الملاحظة التي تلي مثال (4) ) . 


7 اوجد متجه احدائیات التجه (2,1-)<) بالنسبة للقاعدة المتعامدة 
الاحادية الى ۸ الوجودة في تمرين (4) . ( استخدم مبرهنة (5.3.1) . 

8 لیکن ”۴ له الضرب الداخلي الاعتيادي. استخدم طريقة 
كرام شميدت لتحویل القاعدة] ۸۵,3 ]الى قاعدة متعامدة احادية . 


رل (1,4)“<ھ4,1(,۸) >8 و (ب) (2-,5) = ۸ ,(1,0) B=‏ 
رج (۱/۷/2,1/۷2) ده ,(3,6-) حدق (د) (1,0) حف 
B= (0,7)‏ , 


9 لیکن (۳,)18 له الضرب الداخلي المعرف في مثال (3) من البند (5.1) 
استخدم طريقة كرام شميدت لتحويل القاعدة الطبيعية ]× ر6ا, 11 الى 
قاعدة متعامدة احادية . 
0 لیکن ۸ له الضرب الداخلي 52,22 + ولار 39 + ر××= < ۸,3 > حيث 
B= (X222) A= (oY 92)‏ . استخدم طريقة کرام شمیدت لتحویل 
. المجموعة :20 
[ (3,0-,0) = بش ,(2,1,0-) د يث , (1:2,3) پھ 1 
الى مجموعة متعامدة أحادية . 
1 لیکن 84 له الضرب الداخلي الاعتيادي. أوجد قاعدة متعامدة أحادية 
للفضاء الجزي املد من قبل احموعة: 
١‏ (5 ,3 ,1 ,0) ديق , (1,1,2,2 -) يش ,(1,1,2,2) = ,۸ . 
2 اذا كانت المجموعة [ ب۵,...,ر۸,, 5-1۸ قاعدة متعامدة احادية للفضاء 


الاقليدي (یی>,۷) فإثبت انه اذا كان متجھاً في ۷ فان : 


. ۱۸۱-۵, A+ >, A;7 + .... + >, Ay? 
اذا كانت © ,8 ,4 ثلاثة متجهات مستقلة خطياً في فضاء إقليذي‎ 3 
: رک > ۷) فبرهن على انه بالامکان دائماً ايجاد متجه بالصيغة‎ 


۳۰۷۲ 


50 + 8 + هر 


Orthogonal Compliments المتممات العمودية‎ )5.4( 

۰ ناقشنا في البند الخامس من الفصل الاول مسألة الجمع الباشر للفضاءات 
الجزئية . فاذا كان 77 اي فضاء متجهات منتبي البعد وعلى اي حقل ۴› وكان 34 . 
اي فضاء جزثي من ۷ فانه دائماً بالامکان ایجلد فضاء جزثي آخر مثل × بحيث ان 
M0N‏ = ۷ ( مبهنة 5.4.1 ) ادناه .ان وجود آ يعتمد على القواعد اختارة یمکن 
تواجد فضاءات جزئية كثيرة محتلفة عندما تجمع مع ۷ تعطي ۷ هذا ماسنراہ من 
خلال الامثلة القادمة . في الفضاءات الاقليدية يمكن ان نعرف مايسمى بالفضاء' 
. المتمم العمودي لاي فضاء جزلي وهذا عندما يجمع مع الفضاء ال جزلي المعطى ينتج 
كل الفضاء . 


تعريف : 
اذا كان ۷ اي فضاء متجهات على اي حقل ۴ وكان M‏ فضاءاً جزئياً 

من ۰۷ فنقول بان × فضاءٌ متمم الى 6 اذا وفقط اذا كان لا[ فضاءاً جزئياً من ۷ 
محققاً الى ۷0 - ۷ . 
ببرهنة (5.4.1) : 

۱ لاي فضاء جزني 11 من اي فضاء متجهات منتبي البعد ۷ء يوجد 
فضاء متمم . 
البرهان : 


نختار اي قاعدة الى ۷ ولتکن [,۸....,,ھ]. هذه عبارة عن مجموعة . 
مستقلة خطياً من المعجهات في ۷ . عليه وحسب المبهنة (1.8.5)» فانه توجد 
- مجموعة متجھات8,,...,2,[1] بحیث ان ا جموعة[,....,,۸,,....۵,,,8] تكون 


۳۰۳ 


قاعدة الى ۷ . اذا كان 75 هو الفضاء الجزني الولد من قبل مجموءة التجهات 
{B,....,B,}‏ فان 2۸۵ ۷ . 


و 
مثال (1) : 


اذا كان [0 = 27 - × :(9, 8ے ۷۸ فجد فضاءين جزئيين مختلفين کل 
منهما يكون متمماً الى 26 . , 
الحل : المجموعة ((2,1) =4 تكون قاعدة الى 24. ضع : , (1,2)=ر8 
B, = )0,1(‏ ۱ 
لاحظ ان المجموعة 4,83 تكون قاعدة الى 32 والمجموعة [ 4,8 تكون 
قاعدة اخرى وهكذا فانه يمكننا اختيار متجهات مختلفة تحقق ال خاصیة التالية : عند 
وضعها مع ۸ تنتج قاعدة الى 82 . 
فاذا كان را هو الفضاء الجزثي الولد من قبل المتجه الضاف ,3 . و بل هو 
الفضاء ا زی الوّلد من قبل التجه المضاف ,8 فان ,۳2-۵ و 
,12-۷16 . الشكل التالي يوضح الفكرة . 








وهذا يعني ان اي مستقمم مار بنقطة الاصل وغير منطبق مع 24 يكون 
فضاءاً متمما الى المستقم 1 . 

ان فكرة ايجاد فضاء متمم فكرة سهلة وتعتمد على اختيار قاعدة للفضاء 
الجزني وتوسيعها الى قاعدة لكل الفضاء وهذا النوع من الامثلة قد نوقش سابقاً في 
الفصل الاول. ان هدفنا في هذا البند مناقشة نوع خاص من المتممات سنسميه 
المتممات العمودية . 

نركز اهتامنا الان على فضاء اقليدي )۷,4۰,٦(‏ ونأخذ ۸۷۸۹۷ اي 
فضاء جز من ۷ . نعرف ا مجموعة الحزئية 8 

۰ :۷ھ 1۸۔‎ <A, B= 0,۷ BEM, 

اي ان. 14 هي لات ا ا التي ری ول اجات التي 

تکون عمودية على كل متجه في ۷ . نلاحظ مايل : 


مبرهنة (5.4.2) : 


اذا كان ۷ فضاءاً جزئياً من الفضاء الاقليدي (< ,> ,۷) . 
فان : 
1 2 2 
1 - ۷۰ یکون فضاءا جزئیا . 
2 ۸0۸۷۲-101 
3 _ ۸۵۸۸۷۳(“ ۷ 


لے جم 
4 - ۱۷ ع ز ۷) . 


"7 1 
۔۔ افرض ان ۷ 6 A,B‏ . المطلوب ان برهن عل ان ۸ ٭هٰدا 
- الغرض نأخذ © اي متجه في ۷۸ فنلاحظ 


<C,A+B> = ۸ + > 


<< 0+0 
=0 


اذن يكون ۸+8 عمودیاً على اي متجه في * وبالتالى يكون 
A + 8 ۸‏ بالطريقة نفسهاء لو کان 6۷ ھ و ۲ اي عدد حقيقي و 
© اي متجه في ۷۲ فان 0 =0 =r‏ (۲>۸,)۲ =< 14,0 > وعليه 
۲ وهذا يعني ان ۷ يكون فضاءاً سنا من ۷ . 
EE‏ 4ء عليه ومن التعريف ينتج 
=o 1‏ ۸,۸ > 
ومن خصائص الضرب الداخلي نحصل على 0= 4 واذن 
MAM' - 10, 7‏ 
3 لكي برهن ان ۷06۵۳۷۰ < ۷۔ يجب ان نبرهن انه لكل متحه 6۶۷ A‏ 
يوجد 6 8 و €C€M'‏ بحيث إن 8+0 <۸. لهذا الغرض نختار 
قاعدة متعامدة احادية الى ۷1 ولتكن [»4,...,4]. ( طريقة كرام 
شدت ) . 
ضع : B= <A,A, >A, + ...+ <A, A >A,‏ 
انه لمن الواضح ان 3>34. ضع 8 €C=۸-‏ بهذا يكون لدينا 
8+0 جو فاذا برهنا على ان )٥40'‏ نكون قد اكملنا البرهان. 
نلاحظ اولاً ان © يكون عمودياً على كل متجه في قاعدة ۷۸ء اي 
۸ - م> = <C,A,‏ 
<BA,)‏ - 7ںھھ> = 
AA, 2‏ هه > - <A, A?‏ = 
(آ9(ھ,ھ > ۸۵۱ 2۸ 39 )٦ھ <A,‏ = 
بما ان ا حموعة(م,۸,,....۸؟ متعامدة احادية فان 0= ( 44> لكل 1۴1 و 


=J‏ ؤ0,۵0ھ> . بالتعويض نحصل على 
AA, >‏ < ,> 3 ۵۸7ھ > ی ين > 


= <A,A) - <A,A` =o 


لس 


لاد نک DA DFA EM‏ وا 
3 نکل ۸ 0 یکون :1۸ 2 وبهد حصل على 





LAC >‏ 22 (0),ط> 


5 2 > 


ہک 


0 و کے 


. ) 4 a 
۔۔ لغرض برهنة 8:1 2 تأخذ 6۸۷ ۸ ونلاحظ 0= < ۸,8 > لکل‎ 
. ۸ 7 *( اذا وفقط اذا‎ 8 > 


زود ۲۱ 


تعریف : 
اذا كان (< ,> ,۷) فضاءاً اقليدياً و ۷ فضاءاً جزئياً من ۷ فان الفضاء 
الجزنيی ۷1 یسمی الفضاء التمم العمودي الى ۷1 . 
5 الان لو اعطي لنا فضاء جزثي 11 من فضاء اقليدي (<, > ,۷) وطلب 
منا ايجاد 1۷ فنتبع الخطوات التالية : 
1 ل نجد اي قاعدة الى ۷ ولتكن ,۸۰.۵ 7 . 
2 نوسع القاعدة اعلاہ الى قاعدة],8ر...,,۵....,,ھ ‏ 
-_ نطبق طريقة کرام ل شمدت للحصول على قاعدة متعامدة 
ی افد رفي إلى ۷ 
عندئذ ستكون ا جحموعة[,3,,....8] قاعدة متعامدة الى ۷ وذلك لان 
كل متجه فیہا يكون عموديا على كل متجه في 1۷1 . 


مثال (2) : 


جد الفضاء المتمم العمودي للفضاء الجزلي ۱ ۱ 
[(x,y):x-2y = o.‏ = ۷( 


وذلك في الفضاء الاقليدي 82 مع الضرب الداخلي الاعتيادي . 


ال : لاحظنا في المثال (1) من هذا البند ان [(2,1) = 4 تكون قاعدة الى ٠. M‏ 
نأخذ ] (0,1) = 2,1(,8) = 3۸ كقاعدة الى 32 الان نطبق طريقة کرام 


سس كت 
A= ۸ <0۵,1(‏ 


هزه / ۸,ظ>)-ظ B=‏ 
(2/5,4/5-) = (1/5)2,1-(0,1) = 


ل 5 
لیکن ۷ الفضاء الولد من قبل التجه (2/5,4/5-) =8 ۳ 
اذن : ER‏ 8 - ۷ 


=[(x,y):2x + 7 =0 ؟‎ 1 

لاحظ ان N‏ عبارة عن مستقم عمودي على الستقم M‏ . 

اذا كان 8۷ فضاءاً جزئياً من فضاء اقليدي (<, ۷,۴) فان 

MM‏ = ۷ وذلك حسب المبرهنة (5.4.2) . اذن يمكن لاي متجه €۷ ۸ ان 
يكتب بطريقة واحدة فقط كحاصل جمع متجه في ۷ ومتجه في M‏ . 


1 
اذا كان ۷ € ۸ بحيث 6+ M, A=‏ 8 و 6۷ فان التجه ظ 
یسمی مسقط (Projection)‏ المتجه ۸ على الفضاء الجزنی , 
مثال (3) ٠‏ 


جد مسقط المنجه (3,4) ۸ على الفضاء الجزثي 
M=[(x,y):x-2y - 01‏ 
A‏ 


وذلك في الفضاء الاقليدي 87 مع الضرب الداخبي الاعتيادي . 
الحل : لقد لاحظنا في المثال (2) ان احموعة 

} (2/5,4/5 -) ديك ,)2,1( = {A,‏ 
تكون قاعدة متعامدة الى ۸ . بتطبيق مبرهنة (5.3.4) نحصل على 


A, = 2/۳51۸۴ 5(, حيط‎ (-1/ 2۸۲1 

كقاعدة متعامدة احادية الى 12 بحیث ان ,۵ قاعدة الى ۷۸و رة قاعدة الى ۷ . 
الرهنة (5.3.1) تعلمنا كيف نکتب (3,4) = ۸ كتركيب خطي من ۸,۸ . 

A,‏ زار۵ بھ> +۸ A,A,>‏ < =)3,4( دم 


(5/ لية,5 / /۱-)۷5 +5 /را,5 ل /5)2/ 2 - 


- )4,2( + )-1,2( 


نلاحظ هنا ان 6۷۸ (4,2) و84 © (1,2-) وعليه يكون المنجه (4,2) -8 مسقط 
(3,4) - ه على 11 . 
نلاحظ هنا ان ایجاد قاعدة متعامدة احادية الى الفضاء الجزني 7 يكفي 
لايجاد مسقط اي متجه على ۷ وذلك بتطبيق البهنة (5.3.1). الشکل 1 
يوضح فكرة المسقط على فضاء جزني . 
یعکننا ان نلخص طريقة ايجاد الساقط على فضاء جزني 24 من فضاء 
اقليدي ( <, > ,۷) كلاتي : 00 
1 جد قاعدة متعامدة احادیة الى ۷1 ولتكن[ ,۵....:,ھ1. 
2 ان مسقط اي متجه ۷ € ۸ على ۷ يكون : 
A,‏ (.۸,ھ> +,... + B= <A,A, 7A,‏ 





شكل (1) 


مثال 4) : 

جد مسقط المتجه (2,1,0,1) A=‏ على الفضاء ا حزئي 
0 = 2۷۷ + 0,2 کے 2-ر+ ×:(۷,2,۳,د×) = M‏ 0 فی الفضاء R^“‏ مع الضرب 
الداخلي الاعتيادي . 
احل : نكتب 1۷ بالصيغة 


۳۱۰ 





M >)×,۷,2,۷۷(:× = -J-2w,2 = -2w 6‏ 
عليه يمكننا اخذ [ (1,1,0,0-) = ,2,1(,۸-,2,0) > يل ] كقاعدة الى . الا 
نستخر ج قاعدة متعامدة احادية وذلك بأخذ 


=A,‏ ظ 


B, = رظرية > )۰ھ‎ ۶/۱۱8, IDB, 


(1,1,0,0-)(2/2)-(2,1-,2,00-) = 
)1 و2-و 1<, 1 ج 


)0,0 ,¥3 /1 ,۷2 /۱) ۱۱5,۱۱ 65 
(7 1/۰۷ 2/۷7۰ ,قل /1- ,۱۷7 /1-( = |[,ظ|| برظ یه 


اذن تکون ا حموعة پآرن),,0؟ قاعدة متعامدة احادية الى ۰1۷1 وعلیه یکون مسقط 
المنجه (2,1,0,1) > 4۸ على 24 مساوياً الى 
B= <A,C,Y C, + <A,C,Y C,‏ 
٠ W7)‏ جيل - ١‏ کار (CAZ) Ha A2 ,0.0)+C2NT)C'AT‏ = 
(2/7-, 7/+ ,2/7 , 2/7( + )0,0 و۷ -ر 2/(= 
( 217 - ر 7/+ ر +۱ - ر جاا/ال) = 


مارین (5.4) 


1 اعتبر 8 له الضرب الداخلي الاعتيادي . عبر عن (2,3) =4 بالصورة 
+8 ہہ ات 
(1,4-) = 4 و © يكون عمودياً على ۷ . 


51١ 





2 اوجد الفضاء التمم العمودي 84 اذا علمت بان 
2y-Z= o‏ + :(2رلای) ]< ]۱۷ 
وذلك في الفضاء 15 مع الضرب الداخلي الاعتيادي . اوجد مسقط التجه 
(1,1,1)<ھ على ۷ . 
3 اذا كان 1۷ هو الفضاء الجزني من ۳ مع الضرب الداخلي الاعتيادي 
"وا لد من قل جمورعلة التجهات 
1 (1,1,3,4) = بش,(0,1,5,4) = يش,(1,2,2,0) = ,4 فاوجد “5 . 
اوجد كذلك مسقط المتجه (11,13,9-,5) =8 على M‏ . 
كرر القرین (3) مع الفضاء الجزني ۷1 المولد من قبل مجموعة التجهات 
3 (0,1,1,4) = يش,(2,3,5-,1) = B= (-1,-1,0,0).{A,‏ . 


5 لیکن (1,)۸ له الضرب الداخلي 
را48 + 3a,b,‏ + رطي28 + A,B) =a,b,‏ > 


89 31 رتا 7 
تا a,‏ 89 5 و5 و5 07 
a ۵‏ 
لیکن ۲ 20 بغ + يق - ره ,۵0 : a, a,‏ ۱-۷ 


اُوجد +24 اوجد مسقط كل من المتجهات التالية على ۱۷ . 
1 0 لے 2 0 1 


عبر عن كل من التجهات اعلاه كحاصل جمع متجهين احدهما في ۷ 
والاحر يكون عمودیا على 1۷1 . 


6 - لیکن کل من ۷1 و N‏ فضاءاً جزئياً من الفضاء الاقليدي (< 29 
4 ل 
یھ (M+N) =M AN‏ 


41 له د 
(MAN) - ۷ +۲۷‏ 


(5.5) : التحویلات العموديِة (Orthogonal trnsform4ti015S)‏ 
عند دراسة الدوال بين الزمرء تدرس تلك الدوال التي تحفظ البنية 
الجبية» اي الدوال التي تحفظ العملية الثنائية وهذه الدوال تسمی تماثلات 
(10112105251115125) . عند دراستنا للدوال بين فضاءات التجهات » درسنا 
التحويلات الخطية التي كل منہا بحفظ الجمع ويحفظ الضرب القياسي . الفضاءات 
الاقليدية.هي عبارة عن فضاءات متجهات منتهية البعد وعلى حقل الاعداد الحقيقية 
لکن معرف عليها بنية جبرية اضافية وهي الضرب الداخلیء لذلك فمن الطبيعي ان 
ندرس تلك التحويلات الخطية التي تحفظ الضرب الداخلیء لكننا سندرس حالة 

خاصة وهي ان المجال يساوي ا جال ا مقابل . 


تعريف : ٠‏ 
اذا كان ( ,> ,۷) فضاءاً اقليدياً فان اي تحویل خطي ۷ ج 1:۷ 
یسمی ولا عمودياً transformation)‏ 075080121) اذا وفقط اذا کان 
<A,B >‏ = ( (1)8رره)1 > 
وذلك لاي زوج من المتجهات €۷ ۸,8 . 


مثال (1) : 


برهن على ان التحویل الخطي 82 ج. 71:1۶ العرف بالصيغة » 
¥2)x + (1/ ¥2)y)‏ /1) ,نا(2 ل T(x,y) = ))1/ ¥2)x-(1/‏ 
يكون تحويلاً عمودياً وذلك بالنسبة للضرب الداخلي الاعتيادي على ۸ . 


1۳ 


اخل : ناحذ اي زوج من المتجهات 
(رلارر) > رھ , (ا,ر6) = A,‏ 


4 ApAyy 2 +۷ رل‎ 


< ۲0۸0,7۵ >-)1۵ ۵ ( ((14)-ي:(14))‎ + ((148)x, + )14(9,( 
((145)x, + )1/(( 


= )1/2() دي‎ YY |X; FY (ولا‎ + (1⁄2) x + XY; + و(‎ Y2 


(ر ل 2۷ + 1/2()2*,6) = 
ولا رلا =X‏ 


اذن ۱ ((رھ)7,(ھ) 7 > - ايخررة > 


لهذا یکون 1 تحويلاً عمودیاً . 


مبرهنة (5.5.1) : 
' اذا كان (<, > ,۷) فضاءاً اقليدياً و ۷ جل 1:۷ تمويلاً خطياً فان 

العبارات التالية تكون متكافئة . 

1 1 تحويل عمودي . 

2 ۲ يحفظ اطوال المتجهات» بعبارة اخرى» لكل ۷ © ۸ يكون 

2۸۱۱ زاركش)1١|١‏ 
3“ لكل متجه احادي الطول ۷ © ۰۸ يكون المتجه (1)۷ احادي الطول 
ايضا . 


البرهان :ب 
لنفرض ان ۷ جب 1:۷ تحويل عمودي . لكل ۷ ۸ يكون لدينا : 
T(A),T(A)> = <A,A> 2-۴‏ > -*|[يه)1 || 
عليه فان 1 يحفظ اطوان التجهات . الان نبرھن العكس . 
لنفرض ان ١‏ يحفظ اطوال المتجهات. لاي زوج من المتجهات 1١‏ © 4,8 . 
نلاحظ ۰ 
B),T(A + B)> - <T(A - B),T(A - 8(١‏ + ه)1 > 


T(A),T(B) 2 (1)‏ > 4 = 
الطرف الايسر للمعادلة اعلاه يساوي : 
IIT(A + B)I/-IIT(A-B)|J‏ 
لکن 7 يحفظ اطوال المتجهات » عليه يكون الطرف الايسر مساوياً الى 
۱۱۸-۱-٩۱۱ظ‏ + IIA‏ 
يمكننا كتابة القدار اعلاه بالصيغة : 
۱ (0,۸-8-م۸>- +B}‏ 5,۸۵ + > 
عند التبسيط نحصل على ان المقدار اعلاه یکون مساوباً الى 
<A,B >‏ 4 
بالرجوع الى المعادلة (1) نحصل على ٍ 
<T(A),T(B)}) =4 <A,B>‏ 4 


<T(A),T(B)> = <A,B> اي ان‎ 


بذلك يكون 7 تحويلاً عمودياً . بهذا نكون قد برهنا على ان العبارة (1) 
تكافيء العبارة (2) ونترك تكافوٌ العبارتين (2) و (3) وتكافوٌ العباتین (3) و (1) 
للقاريء . 


CRs 


۳۱ 


المبرهنة اعلاه تنتج ان التحويل العمودي ۷ ج 1:۷ يحفظ الزاوية بين المتجهات . 
مبرهنة (5.5.2) : 


اذا کان ۷ چ ۷ تحويلاً عمودياً فان 1 يكون تحويلاً غير معتل 
( تشاكلاً ). 


الرهان: » 

سنبرهن اولاً على ان[ 16677 . هذا الغرض نفرض ان 2۷ ۸ بحيث 
0-(10۸ . من خصائص الضرب الداخلي وتعريف التحويل العمودي نحصل على 
ان =٥‏ ((1)۸(,1)۸) = ۸,4۶ > بذلك یکون 4-0 . با ان ۷ فضاء 
اقليدي . فانه يكون منتہی البعد . الان المبرهنة (2.2.3) تنص على ان 

dim(kerT) + dimIm(V) = dim(V) 

با ان[ 0= ke۲۲‏ » عليه نحصل على )1٣)۷(  41۳0)۷((‏ نل وبذلك يكون 1 
تشاكلاً حسب المبهنة (2.3.3) . : 


(و. ه. م) 
مبرهنة (5.5.3) : 
تركيب اي تحويليين عمودیرن یکون تحویلا عمودياً . 
البرهان : 


اذا كان کل من ۷ چم 1:9, ۷ جم 5:۷ تحويلاً عمودیا فانه لاي 
متجه ۷ © ۸ یکون لدینا ۱ ۱ 
۱۱ ۱۱۲۵۱۱۱۶ = ۱۱5)۲)۵((۱۱ = ۱]501)۵(۱۱ 
المبرمنة (5.5.1) تنص على ان التحویل یکون عمودیاً اذا وفقط اذا حفظ اطوال 


۳۹ 





التجهات . با إن 407 بحفظ اطوال التجهات کا مین اعلاه فاته يكون تحویلا 
عمودیا . 
(و ه . م ( 
ان مصفوفة التحويل العمودي بالنسبة لقاعدة متعامدة احادیة تکون 
مصفوفة خاصة » سنوضح خصائصها في المبرهنة التالية . 


مبرهنة (5.5.4) : 


اذا كانت آ ,ش...,ی۸,,۸]-۹ قاعدة متعامدة احادية للفضاء 

الاقليدي (<,>,۷) و ۷ جه ۷ تحويلاً عمودياً على ۷ء مصفوفته بالنسبة 

للقاعدة 5 هي ۲ فان ۱ 

1 - كل صف من صفوف ۷ يكون احادي الطول» وذلك باعتباره متجهاً في 
7 بالنسبة للضرب القياسي الاعتيادي . 


2 صفوف ۷ تكون محموعة متعامدة من ا متجھات . 
3_ 1-۲۶ وعليه فان العبارتین )1( ,(2) اعلاه تتحققان بالنسبة لاعمدة 
1 . 


البرهان : 
لنفرض ان (:2) -/2. من تعریف مصفوفة التحويل ا خطی بالنسبة 


لقاعدة معينة › نحصل عل : 
شب + .... + =a,A, + aA,‏ 16۸۵ 


وذلك لکل ,...,1:1. بذلك نحصل على 


هه 


2 ,4 ره ور هرن کے 2 
اھ “م۵ > ریہ ءية رح << 
989 3 = 


حيث اننا استخدمنا العلاقة 0= یھ > عندما #1 K‏ و 1= ےم >A‏ 
وذلك لان القاعدة,1۸,,...,۸۵< 5 متعامدة احادية . 


لو وضعنا : ( ۰۰.8 م8 :3) = X‏ 
اصبح التجه 6*7 ,26 يمثل الصف 1 للمصفوفة 1۷1 . ومن العلاقة اعلاه نحصل 
على ان 

< XX; 7 = <A,A;> 
> XX; =X =1 : بذلك نحصل على‎ 
< XX; 2 =0 و‎ 


وذلك لکل ز1 . هذا يرهن (2(,)1) . 

لبرهنة (3) نلاحظ انه عند حساب 20207 فان العنصر في الصف 1 والعمود [ 
للمصفوفة اعلاه عبارة عن الضرب الداخلي للصف 1 في المصفوفة ۷1 مع العمود ز في 
المصفوفة "۷ الذي يساوي الصف ز للمصفوفة ۷۲ ومن (2(,)1) اعلاہ نحصل على 
ان 1 < MM"‏ وبالتالي يكون MN"‏ = “۷ . 


(و. ه.م) 


. مثال (2) : 


جد مصفوفة التحویل العمودي 27 س ۲:18 العرف بالصيغة 
T(x,y) = ))۱/۸۷۷ 2(×-)-1۸۷2(×, )1/ /2(×+ )1/۱۷/2(۲(‏ 


۳۸ 


وذلك بالنسبة للقاعدة التعامدة الاحادية !يل ,۸ ؟ >8 حيث 
(5 ,0/5 /1)- ره (۷5 /1 ,۷5 /2) رش . ثم حقق الخضائص التي 
وردت فی المبرهنة (5.5.4) . 


T(A)=(1/ 10, 3/ /10)= (1//3)A, + (1// A, : الحل‎ 


رھ(1/۷2 + 1/:/2(5 -) = )¥10 /1- ,۷/10 /3-( = T(A,)‏ 
عليه » تكون مصفوفة 1 بالنسبة للقاعدة اعلاه 
1/۷2 2 


M= 
-1/ 2 1/۷2 


نلاحظ ان طول کل صف وکل عمود يساوي واحد » کذلك فان صفي 
الصفوفة 1۷1 متعامدین . وکذلك فان 1= "۷1۷ وبالتالي یکون ۷۲۳-۷۲۲ 
تعریف : 

اذا كانت ۷ مصفوفة مربعة على حقل الاعداد الحقيقية فان ۷ تسمی 
مصفوفة عمودية اذا وفقط اذا 1 = MM"‏ 

البرهنة (5.5.4) تنص على ان مصفوفة التحویل العمودي بالنسبة لاي 
قاعدة متعامدة احادية تکون مصفوفة عمودية . ان العکس یکون صحيحاً ایض 
اي ان المصفوفة العمودية تؤدي الى تحويل عمودي کا في المبرهنة التالية . 


مبرهنة (5.5.5) : 


اذا كانت 1۷ مصفوفة عمودية ذات درجة 212 واذا كانت 
آرث ....,ره) - 5 قاعدة متعامدة احادية للفضاء الاقليدي (<,> ,۷). فانه 
يوجد تحویل عمودي ۷ ج «T:V‏ مصفوفته بالنسبة للقاعدة 5 تساوي ]۷ . 


البرهان ۱ 


لیکن ۷ جہ T:V‏ التحويل المعرف کا بلي : 
اذا كان پش,×+...+ بھر×“<ھ فان 
7,۸ +۰۰++ ہش لا ع ٦)۵‏ 
حيث : 1و (Kos:‏ > (,۷,:۷...,۷) 
واضح ان 7 یکون تحويلاً خطياً والان نبهن على انه تحويلاً عمودیاً . الا لاحظ ان 


IIT(A)Il” = > T(A),T(A)> 


+... + = 
وذلك حسب المبرهنة (5.3.3) لان 5 قاعدة متعامدة احادية . عليه نحصل على : 
ONS‏ 
(K,,...,X,JMM"(,,...,x,)"‏ = 


آہکر...ہ5)ال,5,,....5) = 


=x +... +× 
n 


۳ 
بذلك یکون 7 تحويلاً عمودياً . نترك تحقيق ان ۷ تکون مصفوفة 7 بالدسبة للقاعدة 
5 للقاريء ۱ 
(و. ه. م) 


۳۳۰ 


مثال (3) 


جد التحويل العمودي ۸ ج 1:83 ء الذي مصفوفته بالنسبة للقاعدة 
الطبيعية ( المتعامدة الاحادية ) تكون المصفوفة العمودية : - 


1/3 2/3 2/73 
M= | -3 1/3 2/3‏ 
2/3 3- 1/3 
الحل : لنأخذ (ولاويكا,,») =۸ كأي متجه في 8 . لتكن : 


)0,0,1( = ,0,1,0(,۸) = بھ ,(1,0,0) ھ,ھ 
عناصر القاعدة الطبيعية . اذن 
ر۸× 0 بر + ر۵× A=‏ 


ضع ۷ (ولوی],,×) 5 (ولادولا, )۳( 
(و2 + ر×2 + ,وو 20- يلا + X2,‏ + و26 1/3()2) = 
اذن 
۵۲ + وخرلا ود 1,۸۱ - (و×ور×, T(A) = TC,‏ 
2x, + 2×,(‏ + بل 3-2 - 22و + 2 ,3()2/ )= ` 
مثال (4) : 


جد مصفوفة عمودية 3×3» صفها لول يكون التجه 
X= )1/ 72,0, 1//2(‏ . 


الحل : با ان صفوف المصفوفة العمودية عبارة عن متجهات متعامدة واحادية الطول 
فعلینا ایجاد متجهين ,۷ متعامدین وکل منهما یکون احادي الطول وعمودي على 
× . هذه السالة تكافيء ايجاد قاعدة متعامدة احادية الى 8ء متجهها الأول هو 
,× . نطبق طريقة کرام - شمدت على التجهات . 


(0,1,0) = بد ,(0,0, 1 )يه , (1/7/2,0,1//2) = X,‏ 
ص 2X,‏ هه یه > ,تا 


/IKJI DX,‏ < ,هک ,9( 3/۱۳ ,یه A,‏ = رط 
بعد اجراء عمليات حسابية ثماثلة للامثلة السابقة» حصل على 
(1۸2-,1/۷/2,0) = (1/2,0,1//2) 2// 1,0,0(4) = بط 


B, = (0,1,0)‏ 
ضع )1/2-,1/42,0( = B,||‏ (/رظ رلا 
)0,1,0( = ,ظط = بلا 
1۸/2 0 1/2 
کت MID 0 AE‏ 
0 1 0< * 


تکون مصفوفة عمودية وتحقق المطلوب ۱ 


قارین (5.5) 
1 لیکن ۸ له الضرب الداخلي الاعتيادي . برهن على ان التحویل 
72 ج 1:12 العرف بالصيغة : 
yCos © (‏ + مصنگ×-, T(x,y) = (xCos 6 + ySinê‏ 
يكون تحويلاً عمودياً وذلك لاي قيمة الى © . 
2 اي من التحويلات التالية يكون تحويلاً عمودیاً . 
رل T(x,y,2) = (y,2x,2) « T:R 4 R?‏ 
(ب) 3 + 1:83 (x,-J,-2)‏ = (2را,10 
(ج) «T:P,(R) 2P,(R)‏ 
T(a + bx + cx) = a + ((b + c)/ ¥2)x + ))- b + c)/ ¥ 2)x?‏ 


۳۲۲ 


)د( (ك)رظىه «T:P,(R)‏ 
T(a + bx + cx? + dx?) = - b + ax + dx? - cx‏ ۱ 
3 اذا كانت 7 قيمة ذاتية للمصفوفة العمودية 1۷ فبيهن على ان 1/۸ 
تکون ایضا ق ذاتية الى ۷6 . 
4 برهن على ان کل من الصفوفات التالية تکون مصفوفة عمودية . 


0 0 1 100 
کک ١‏ - د 9 0 0 1- 0 
6 ©5129 0 1- 0 0 
0 1/2 43/2 
22 28- 1 
5 برهن على ال المصفوفة 22- 1-282 A = (1/1 +2a)2a‏ 
2a 1‏ 22 


تكون مصفوفة عمودية لاي قيمة للعدد الحقيقي 8 . 

6 اذا كانت 8 مصفوفة حقيقية مربعة ومتناظرة متخالفة (8- - 87) فرهن 
على ان المصفوفة 1+8 تكون مصفوفة قابلة للقلب وان المصفوفة 
"(ط + 1-8()1) = ھ تكون مصفوفة عمودية . 


0 2 باخحذ‎ 7 
~a 0 


کونہا مصفوفة عمودية . 


8 اوجد مصفوفة عمودية يكون صفها الاول (5/13,12/13,0) 


9 اوجد مصفوفة عمودية يكون صفها الاول (2/3,1- ,2/3) وصفها الثاني 
(1/3,2/3,2/3). 


۳۲۳ 


0 اوجد مصفوفة عمودية يكون عموداها الاول والثاني 1 یل 


0 - 2 
1/5 23 
2/ J5 - 1/3 2 
0 ۷2/3 


11 اذا كانت کل من 8,ه مصفوفة عمودية 212 فبرهن على ان ۸8 تکون 
ايضاً مصفوفة عمودية . 
2 اذا كانت ۸ مصفوفة عمودية فبرهن على ان :1+ det(A)=|A|l=‏ 


۳ 


الفصل السادس 


الصیغ ثائية الخطية والصیغ التربيعية 


‘Bilinear and Quadratic Forms 


(6.0) مقدمة ' 


الضرب الداخلي <A, B>‏ لمتجهين فی فضاء اقليدي ج نه 0(۷( 
كان قد عرف بواسطة دالة +1 هب ۷ × ¥ نو بے تحقق اربعة شروط ( راجع البند 
1 ). 


الشروط الثلاثة الاولى تنص على ان تلك الدالة تكون خطية في كل متغير. 
سندرس في هذا الفصل تلك الدوال التي تحقق الشروط الثلاثة الال وليس بالضرورة 
ان تحقق الشرط الرابع وسنطلق عليها اسم الدوال ثنائية الخطية. هذه الدراسة 
ستؤدي بنا الى دراسة الصيغ التربيعية . فمثلا الطرف الايسر للمعادلة 

x + 2xy + ۶ - 3 

عبارة عن صيغة تربيعية بالتغین ۷,×. في التفاضل والتکامل هذا النوع من 
العادلات يمثل قطع مخروطي ء لکن وجود احد «ر×2» كان عائق في معرفة نوعية 
القطع ا خروطی؛ لذلك كنا نلجأ الى مسألة تدوير ا حاور وكتابة العادلة اعلاه 
بتغیرات جدد من دون ان یکون بها حد ضرب تقاطعي ۳۳۵۵6 07055©) 


"۴۲۰ 


(66513. ان مسألة تحويل صيغة تربيعية الى صيغة بسيطة ( قطرية ) هي موضوع 
دراستنا في هذا الفصل حيث سنستخدم معظم المفاهم السابقة التي درسناها 
للبرهنة على ان اي صيغة تربيعية باي عدد من المتغيرات يمكن ان تتحول الى صيغة 
قطرية بمتغيرات جدد بعد ذلك نقدم الامثلة التطبيقية في معرفة القطوع الخروطية . 

لقد جرآنا هذا الفصل الى بندين الاؤل يناقش الدوال ثنائية الخطية 
وحصائصها والثاني يناقش الدوال التربيعية والصيغ التربيعية وتطبيقاتها . 


(6.1) الدوال ثنائية اخطبة Bilinear maps‏ 


تعریف : 
اذا كان ۷ فضاء متجهات على حقل ۴ فبدالة ثنائية الخطية على ۷ء 
نقصد دالة : 
۶ ۷× ۲:۷ 
تحقق مايل 
1 (ھ,,ھ۸۸ +(8ريش)؟ A,8B(=‏ + ,۴)4 وذلك لأي متجهات ۸۵ 
A, BEV‏ . 
2 (ر8 ,۸۸ + (ظ ,A)؟‏ - (رظ + ,8 ,20۸ وذلك لأي متجهات ,۸ 
3۷ . 
B( = rf)A,B)( = f(A, 18( 3‏ ,1۲۸ وذلك لاي ععچات ۷ 6 ظ A,‏ 
ولأي عدد فيامي و ات ) 5 
_ مثال (1) : 


۳ = ۷ © =۴ نعرف دالة 


۳۳۹ 


f: R" x ۳۳ مہ‎ R 
f(A, B)= a,b, + a,b, + ....+ a,b, بالصیغه‎ 


وذلك لاي زوج من المتجهات يم 9 0 a), B=‏ یں (a,‏ = ۸ الدالة 1 
اعلاه تكون دالة ثنائية الخطية لانها تعرف الضرب الداخلي الاعتيادي على "۸ 
( راجع مثال (1) من البند (5.1) ) . 
مثال (2) : 
بصورة عامق اذا كان (7 , > ,۷) فضاءاً اقليدياً فان دالة الضرب 
الداخلي 
eR‏ ۷ ۷: 1 
تکون دالة ثنائية الخطية . ( راجع تعریف الضرب الداخلي في الفصل الخامس ) . 
مثال (3) : 
اذا كانت (:2) =× مصفوفة 22 على الحقل ۴ فانم يمكن تعريف 
: دالة ثنائية الخطية على ۳۳ کالانی : 
F‏ مب ۲۳ f: FX‏ 
f(X, Y= ۳‏ 
حيث ان )(× کر Yn) X= (Xs‏ و ورلا( Y=‏ 


. عند حساب الصيغة اعلاه نحصل على : ٍ 
8 22 > (2,۷)] 


ii Ti 


. سوف نوضح كيف ان كل دالة ثنائية الخطية تعطي مصفوفة وبالعكس‎ ٠ 


۳۳۷ 


رة )6.1.1( : 


يكن ۷ فضاء منجهات متتبي البعد وعلى اخقل 5 نکن 
اھ ...ره 5 قاعدة ثابتة الى ۷ء فان : 
1 کل دالة ثنائية الخطية ].مس. ۷ على ۷ تعين مصفوفة ۸)0 
بالنسبة للقاعدة 5 بحيث ان 
f(A, B) = 7‏ 


حيث أن لہ ,... ور×) = × للا ۰۰.۰ و6 ۷۳ 8+ 
وی وذلك بالنسبة للقاعدة 5 . 


كل مصفوفة 4 ذات درجة ۸×۸ عل الحقل 7 تعين دالة ثنائية ئية الخطية 
احم f: V XV‏ على ۷ بحيث ان ۱۷ = (f)‏ ۷۲ . 


البرهان : (1) لکن 


fA A) fA, A)... رھمھ:‎ 


MO = 
f(A A) fA, A) ... f(A, A) 


لیکن 8 ,۸۵ اي متجهين في ۷ بحيث ان لی و... میا د) =× هو 
متجه احدائیات ۸ بالنسبة للقاعدة 5 و ليل وک ولا j‏ =۷ هو متجه 
احدائیات 8 بالنسبة للقاعدة 5 هذا يعني ان : 
ای +... + A= XA,‏ 


n 


B= yA, + ...+ yA, 


n 


۳۳/۸ 





بأستخدام خصائص الدوال ثنائية الخطية يمكننا ان نجري الحسابات التالية : 
يذل + ...+ f(x,A, + ... + XA, YA,‏ <(ظ f(A,‏ 


n" n? 
= گرا‎ (XA, + .... + XA, AJ + ...+ گر‎ (XA, + .... + رهم هع‎ 


n n? كم‎ ^n? 


2 " xf(A,A 
لاع‎ 2 REA, A) E +۷ 1-11 ( 1 9 


(ھ ہم گرا2 _ "2 - 


۱ لکن (ھ 1)۵ هو العنصر في الصف 1 والعمود ز للمصفوفة )۱۸ء 
" عليه بمراجعة ضرب المصفوفات نرى بأن الصيغة اعلاہ مساوية الى 26۷68۷ . هذا 


7 يرهن (1). 
2 لنفرض اننا اعطينا مصفوفة 24 ذات درجة 212 وعلى الحقل 1.نعرف 
دالة ثنائية الخطية . 
۳ب ۷۷ ۶:۷ 
بالصيغة ۳ f(A, B)=‏ 


حيث ان × هو متجه احداثیات ۸ ولا هو متجه احداثيات 8 . بہذہ 
الحالة يكون لدينا ۷۸ )84 وذلك لان متجه احدائیات إل بالنسبة 
للقاعدة 5 يكون المتجه (0 ,... ,0 ,1 ,.... ,0 ,0) 1 في المكان 1 ) 
ومتجه احداثيات ۸ بالنسبة للقاعدة 5 يكون (0 ,... و0 و1 و... ,0) 1 
في المكان ز ). عليه فان 

f(A; A) > (0, ..., 1, 0, ..., 0( M- 

1 

= Mi 0 

0 


۳۳۹ 








: حيث ان ,50 هو العنصر في الصف 1 و العمود ز للمصفوفة ۷۲ . 
(و.ها.م) 
۱ مثال (4) : 
جد مصفوفة الدالة ثنائية الخطية 
f: RXR. R‏ 
المعرفة بالصيغة : 
4x,y, - XY»‏ + يلار" 3 - YJ 2x,‏ 7ا x),‏ وکا :1 

: وذلك بالنسبة للقاعدۃ[(2,1) حية () =4 و 


: الحل‎ " 
(f(A, و‎ A) f(A, 9 A»). 
۷1 ج‎ (f(A», A) f(A), (رھ‎ 


f(A, A) = f((1,-1), )1,-1(( > 2+ 3 + 4-1 = 8 
:,ھ)؟‎ A) = f((1,-1), )2,1( > 4-3-8 + 1 = -6 
f(A, A) = f ))2,1(, (1,-1)) = 4 + 6 + 4 + 1= 5 
f(A,, زيش‎ = f((2,1), )2,1(( > 8-6 + 8-1 = و‎ 


هذا تکون مصفوفة ؟ هي الصفوفة التالية : 


۳۳۰ 


M() = 
: )5( مثال‎ 

جد الدالة ثنائية الخطية 

. 1: (8)رط‎ x ۳,)۴(:2 RI: 


" التي تنتج من المصفوفة 
٠-1‏ 1 1 
M= 0 0 1‏ 
0 1- 2 


وذلك بالنسبة للقاعدة الطبيعية ]2 x,‏ رڈ 92 الى .P„(R)‏ 


. الحل: لیکن : 


۳4 2 
A= a+ ax + ax 


2 
B= Do + b,x + را‎ 


اي متجهين في (۸)ر۴ . عليه یکون متجه احداثیات ۸ھو(ی3 ,3 مة) 
ومتجه احداثيات 8 هو التجه (رb‏ و58 (DJs‏ وذلك بالنسبة للقاعدة 5 . بمراجعة 


مبرهنة (6.1.1) نحصل على 00 


f(A, B)= (a (ية و2‎ M b, 


و9 
Po‏ |. 7 1 1 
رتا ° ° | f(A, B) = (ay, a, a):‏ 
رتا 0 1- 2 


۳۳١ 


5 (,2 + - وية - م32 :ر28 +380) = 


رط (,+م4) + رتا (ية -رة) + رط (ي28 +مع) = 


وطبة + مهار - رتا a,‏ +وطية2 + رط a‏ = 
لنرى الان تأثير تغير القاعدة على مصفوفة الدوال ثنائية الخطية . 


مبرهنة (6.1.2) : 


اذا كانت ۴ مب ۷ × ۷ :1 دالة ثنائية الخطية على فضاء التجهات 
المنتبي البعد ۷ . لتکن (118 مصفوفة ۴ بالنسبة للقاعدة ,۵ ,.... ,14 >8 
و ۷1*08 مصفوفة ؟ بالنسبة للقاعدة ]* ,۸ ,... ,* به ؟. - *5. بهذه الحالة» 
توجد مصفوفة ١‏ ×1 قابلة للقلب ۶ بحيث ان : 


M*(9 = ۳۸/۵ PT 


البرهان : 
لتکن 2 مصفوفة الانتقال من القاعدة *5 الى القاعدة 5 . فإذا كانت 
(رم) = ۴ فإن: ۱ 


جیا را و ZL FPA‏ عم 
لیکن الان ۸ , 8 اي متجهین في ۷ ولیکن : 
٠‏ 26 متجه احدائیات ۸ بالنسبة للقاعدة ٩‏ . 
*× متجه احداثیات ۸ بالنسبة للقاعدة *5 . 


۱ لا متجه احدائیات 8 بالنسبة. للقاعدة 5 . 


۳۳۲ 





۳ متجه احداثيات 8 بالنسبة للقاعدة *5 , 
من المبرهنة (1.9.1) نحصل على مايلي 
۲ ے عزو ۷۲*۲ = ۷ 
والمصفوفة 2 تكون مصفوفة قابلة للقلب . ( تذكر بأن مصفوفة الانتقال 
من 5 الى ٩۳‏ تساوي ۳۳ ). 
بتطبيق مبرهنة (6.1.1) نحصل على 
f(A, B) 2) ۷۲ .....)1( ۱‏ 
وذلك لاي زوج من المتجهات ھ ,8 في ۷ بالنسبة للقاعدة 5 لکن )"1۷6 هي 
مصفوفة ؟ بالنسبة للقاعدة *5» اذن 
f(A, 8( > X* ۷۲۳) Y*".....(2)‏ 
عند التعويض عن 26*۴ =× ,۷*۳ < ۷ في (1) اعلاه ينتج 
'(٭۷) )$( f(A, B) = (X*P) M‏ 


(PM(PY *"‏ ٭× = 
بالمقارنة مع (2) نحصل على 
X*M*(D Y*‏ = کپ x*PM(OPT‏ 
وذلك لأي *× ,*۲ في ۲۳ . من هذا نحصل على 
M*() = PM(OP"‏ 
( سویڈ 


یوجد نوع مهم من الدوال ثنائية الخطية وهو مایسمی بالدوال ثنائية 
الخطية المتناظرة . 


۳۳۳ 


تعريف : 
الدالة ۲ مب ۷ < ۷:] الثنائية الخطية تسمى متناظرة (716٤ء510100)‏ 
اذا وفقط اذا كان ۱ 
f(A, B) = f (B, A)‏ 


وذلك لأي زوج من المتجهات 8 ,4 في ۷ . 


مثال (6) : 
الدالة ثنائية الخطية 1 م 22 × 2:22 
المعرفة بالصيغة : 
ولآرلا - f (Xs YJ, (Kgs YJ) > XX,‏ 
تكون دالة متناظرة وذلك لأ 
Y2)» )5,۰۱۷,((‏ ,ہ5)) f‏ = ((ولا ,ہگ ,۰ل ,5,۷))] 
مثال (7) : 
الدالة ثنائية الخطية R‏ مب 22 < R‏ :و 
العرفة بالصيغة : 
XY» YX»‏ > ((,۷ ریخا ,)¥ ,)8 
تکون دالة غير متناظرة وذلك لان 


۷ 26 = 00لا ,رك و(ولا «ر))2 
اي ان A)‏ ,ظ) ع كه (8 g(A,‏ 
ان مصفوفات الدوال ثنائية الخطية التناظرة تکون مصفوفات متناظرة 


مثال (8) : 


جد مصفوفة الدالة ثنائية الخطبة المتناظة ۱۱ 
ا ية الخطية التناظرة والعرفة في المثال (6) اد 
وذلك بالنسبة للقاعدة [ 1,0( ,102 = ال ,R‏ ۱ 


اخل: ضع (1,2) = ,۸۵ (0 ,1-) > پھ . الان 
3 > (2) (2) - (1) (1) = ((1,2) ,(۴))1,2 


1- = )0( )2( - )1)1( = ))1,0-( , (1,2))؟ 
1- = (2) (0) - (1()۱-) = ((1:2) ,(۱,0-)۲ 


1 = (۵) (0) - (1) (1-) = ((1,0-) ,(1,0-))؟ 
عليه تکون مصفوفة الدالة المتناظرة ؟ بالنسبة للقاعدة 5 اعلاه 


1- 3 
1 1۔ 
= ۸۷0( 
لاحظ كيف انها مصفوفة متناظرة ۲ 
ان النتيجة الاساسية في هذا الفصل والتي سنطبقها في البند اللاحق 
تكمن في المبرهنة التالية . 
مبرهنة (6.1.3) : 


اذا كانت R‏ +- ۷ × ۷ :] دالة ثنائیة الخطية متناظرة على فضاء منتبي 
البعد ۷ على حقل الاعداد الحقيقية ۸ فانه توجد قاعدة لآ ,ل .< SA,‏ 

الى ۰۷ بحيث ان مصفوفة ۴ بالنسبة ها تكون قطرية » اي ان (.ھ ,:۸)؟ 
0 = عندما [ 1#. 


۳۳۵ 


بمراجعة المبرهنة (6.1.2) وملاحظة کون مصفوفة الدالة ثنائية الخطية 
المتناظرة تكون مصفوفة متناظرة » يمكننا ان نعبر عن المبرهنة اعلاه بصيغة المصفوفات 
مبرهنة (6.1.4) : 
لأي مصفوفة متناظرة 24 على حقل الاعداد القيقية توجد مصفوفة 
قابلة للقلب ۳ بحيث تکون "۳۷۳ مصفوفة قطرية . اي ان کل مصفوفة 
حقيقية متناظرة تکون مشابہة الى مصفوفة قطرية ) . 
لغرض برهنة البرهنة اعلاه سنکون بحاجة لبضعة نتائج سوف نسمي کل 
منہا مبرهنة تمهيدية » لکن قبل البدء بہذہ البرهنات اقهيدية سنذکر القاریء ببعض 
الامور التي سنکون بحاجة ها في البراهین . 
٠‏ لاي مصفوفة حقيقية 1 ذات درجة 8 × 2 . 
17 - نقول بأن العدد الحقيقي ۲ یکون قيمة ذاتية الى 1 اذا وفقط اذا وجد 
متجه غير صفري ل(× ,۰.۰ ,×) =× فی ”211 یحقق 
XM = rx‏ 
عندئذ يسمى × متجهاً ذاتياً تابعاً للقيمة الذاتية ۲ . 
2 لأي متجهين مر 6 کک ل.... ,9 =۷ في 288 کن 
التعبیر عن الضرب الداخلي الاعتيادي : 
XY‏ +... + ولاو + Y> = XY‏ ,2۶ < 
بالصيغة المصفوفية وکا يلي . 
XY‏ << ۷۲ کے 
۸ 


= (× (ہ..‎ : [=x y+ ...+ xy 


3 تسمی ۷ مصفوفة عمودية اذا وفقط اذا كان 1 = "۷10۷ وهذا يؤدي الى 
کون صفوف المصفوفة 1۷1 عبارة عن 12 من متجهات "۸ متعامدة وأحادية 
الطول . قبل البدء بالمبرهنة التمهيدية» لابد من ذكر الخاصية المهمة 
للمتجهات الذاتية التابعة لقم ذاتية مختلفة لمصفوفة ‏ حقيقية متناظرة . 

مبرهنة (5 .1 .6) : 
اذا كانت ۷۲ مصفوفة حقيقية متناظرة وكانت رح ار قیمتیر 
ذاتيتين مختلفتين للمصفوفة 14 وكان ر26 ,× متجهين ذاتيين تابعين للقميتين 214 
على التوالي فان × يكون عموديا على ر× ايان 0 = رک رک Kr‏ 
البرهان : 
عندنا العلاقات التالية 
XM= AX, ....)1(‏ 


A,X, ....0(‏ 2,۷ 
بأحذ مدورة طرفي المعادلة (2) نحصل على : 
۱529 
د <ر ۸ ۷۲ 
لکن ۷ مصفوفة متناظرة وهذا يعني ان 2/07 < ۷1 . 
اذن 1 
1 ات 
MX, = AX,‏ 
بضرب هذه المعادلة في ,26 من اليسار» نحصل على : 
1 
X MX," = AXX,‏ 
بالتعويض عن ۷× با يساويه من المعادلة (1) نحصل على : 
ہیر = AXX,‏ 


۳۳۷ 


اي 0 = XX‏ 9 ل - (A,‏ 
لکن ر ۸ , ,2 02 وذلك لان یط گر . 
اذن © = آرک > . 


(و. هھ .م) 


المبرهنة اعلاه تنص على ان المتجهات الذاتية التابعة الى قم ذاتية مختلفة 
تكون متعامدة وذلك لأي مصفوفة حقيفية ة متناظرة . 


مرهنة تهيدية 01 
اذا كانت 21 مصفوفة حقيقية متناظرة فإن کل قيمة ذاتية ال ۸1 تکون 
عدداً حقيقياً وکل متجه ذاتي يكون متجھاً في ۳ 2١‏ = درجة الصفوفة 1۷ ) . 


البرهان : 
افرض ان .2 هي قيمة ذاتية للمصفوفة 24 وان × متجهاً ذاتياً تابعاً 
للقيمة الذاتية 7۸ء اذن . 
)1( بس XM=AX‏ 
نحن بخوف من کون ۸ عدد عقدي وأآحد مركبات المتجه 
X= (y.y)‏ یکون عدداً عقدیاً, لذلك سوف نبرهن على ان ۵ -:2 و 
;×= × حيث ان 2 هو مرافق العدد العقدي 2 ۰ عندئذ يكون ^ عددا حقیقیا 
و × متجهاً في "18ل بأخذ مرافق طرفي المعادلة اعلاه » نحصل على : 
XM= AX‏ 
۵ لا 9 < ]۷ . 


سم 


© .... کے 


TTA 


بأخذ مدورة طرفي العادلة (1) وملاحظة ان 24 <1۷۲ نحصل على : 


MX"= AX" 
: بضرب المعادلة اعلاه فی 26 من الیسار نحصل على‎ 
ہے ےت حت‎ (3( 
۱ : بضرب العادلة (2) من المین في "× » نحصل على‎ 
"رج رنڈ‎ .... )4( 
7 بطرح (4) من (3) نحصل على‎ 
O= )( (۲ 
X X= + ...+ و۱۱۱ رک‎ O : لکن‎ 


اذن 0 = ۸-۸ وعليه ۸= ۸ وبذلك يكون ۸ عدداً حقيقياً . الان المتجه 
×» نحصل عليه من حل المعادلات المتأتية من العادلة المصفوفية : 0 = (1 - ×)M‏ 


ما ان معاملات تلك المعادلات تأت من المصفوفة الحقيقية 1 ۸ - ۷۲ فعليه 
تكون ا حلول حقيقية وبالتالي تکون جميع مركبات المتجه × حقيقية وعلية يكون 
xX eR"‏ . 


(و.ها.م) 


مبرهنة تمهيدية (2) : 


لكل مصفوفة متناظرة حقيقية ذات درجة 8 × 0 توجد 1 من القم 
الذاتية ا حقیقیة . ( ليس بالضرورة ان تكون مختلفة ) . 


البرهان : 
لننظر ال المعادلة المميزة للمصفوفة 14+ ولتکن 
O‏ ديع a A+‏ دب چو ("A+‏ -]1 ۱-2 
لو نظرنا الى حلول المعادلة اعلاه في حقل الاعداد العقدية لوجدنا ان 


لتلك المعادلة 8 من الحلول ولتكن و ... ہر( ۸م" وذلك ماتنص عليه المبرهنة 
الاساسية في الجبر. 


لکن المبرهنة ااقهيدية (1) تنص على ان جمیع تلك الحلول تكون اعدادا 


EE) 
. )6.1.3( المبرهنة التالية تنتج المبرهنة (6.1.4) ومنها المبرهنة‎ 
: )6.1.6( مبرهنة‎ 


لأي مصفوفة حقيقية متناظرة 1۷ء توجد مصفوفة عمودية 7 بحيث ان 
۴ تکون مصفوفة قطرية . 
البرهان : 

لتکن , ۸ ,... ,2 القم الذاتية ا حقیقیة للمصفوفة M‏ ( هذا مانصت 
عليه المبرهنة التمهيدية ١2١‏ ). 
اختار ,× متجهاً ذاتیاً للمصفوفة * تابعاً للقيمة الذاتية 2 بحيث ان 


1 -11,!1. سوف نفترض بأن القارىء يفهم الضرب القالبي 81006) 
(2 140115116310 للمصفوفات . 


إختار قاعدة متعامدة احادية الى "۸ متجهها الاول هو ,× ولتكن ٠‏ 


ی 


۳ ۰ 


عند ترتيب عناصر القاعدة اعلاه نحصل :على مصفوفة 


26 
ر > 0 
© تكون مصفوفة عمودية وذلك لان 1 = Q,"‏ ,© . الان 
XM‏ 
T‏ 
YD‏ تپ 0 8 = ' ,0,۷۲۵ 
۷ 
۸x,‏ 


YM KT ۵ 
YM 
A XX : A X,Y, لم سل‎ ۷ 
و پور بر تح‎ 


: 1 ۰ ۰ 0 
لكر‎ : ۷۱ . ۷۸۸٢۷٢ 


ا ان [ إلا ,... برلا مرکا قاعدة متعامدة احادية» عليه نحصل على ان 
۱ 1 ۰ ۶ 
XX, = 110112 = 1‏ و ٥ہ‏ =۲ ,> آ۷ وذلك لكل 


0 :[ كذلك فإن تدوير طرفي المعادلة : XM= 2 xX‏ 
11 و 


ES 


ام MX‏ 
وذلك لان 1۷1 مصفوفة متناظرة.بذلك نلاحظ على ان 
1 1 ۱ 
¥;MX = ¥ AK =‏ . 


X2‏ زنک 1 ۸= ر۷ ۸ ۔ 


وذلك لکل 2 ا 2 
بالتعويض نحصل على : 


09 ۰ 
MQ, = 
Q, 1 0 Bj (n-1) 





المصفوفة ,8 عبارة عن مصفوفة ذات درجة (0-1) × (0-1) . كذلك فان 

1 ر8 مصفوفة متناظرة . 

2 القم الذاتية للمصفوفة ,8 تکون م :..۰ دو ۸ˆ 
نكرر العملية نفسها على المصفوفة ,8 كالأتي : 

اختر متجهاً ذاتیاً احادي الطول وليكن ر× تابعاً للقيمة الذاتية ر ۸ 
للمصفوفة ,8 اي ان 
رر ۸= XB,‏ 

( لاحظ ان ات ). بتطبیق الفکرة اعلاه فأنه توجد مصفوفة عمودية 0 
ذات درجة (0-1) × (1-ظ) تحقق 


50 مد‎ O 
ج فوص و يد 6+ " * رز‎ 
ره‎ 8, QF = : 


حيث ان ر8 مصفوفة ذات درجة (0-2) × (۸-2) متناظرة وقيمها 
الذاتیة تکون یٹ02 ...یل 
o‏ ' 1 
پوت بج 0 > ,9 
© ۔ 0 


0 مصفوفة عمودية ذات درجة 8 × 2 . الان لاحظ : 





0 1 و کے و ١‏ 
1 م ا 
ہہ بو ۰ e‏ پت وه و ,00۵,۷0۵ 
کے 0 B,‏ 0 4 
2 
0 
:° بط 0 72 
Ea EE _| o 3: 9‏ 
چو O: Q,B,‏ 


0 8 B,D x (n-1) 


نكرر العملية نفسها على المصفوفة ر8 فنحصل عل مصفوفة عمودية ,© ومصفوفة 
و ذات درجة (0-3) × (1-3) متناظرة وتحقق : 
1 ۱ 


2 0 
^ 


لے 6ا کے ا کے ہی أ سے 7ہو 7و Q,(Q, 9 MQ,"‏ 


وهكذا الى ان نحصل على ,.,0© بحیث ان : 


3 
بو« ہت 0 ( Q1‏ نی MQ,"‏ 98 می و 4) رم۹ 


۳۶۰۳ 0 


0 


۳ 





P= ۵,090,۰۰۰ QQ, ضع‎ 

اذن کر بان ۵ کی QQ,"‏ < ۲ 

وعلیه یکون لدینا : = 0 .دا 

0 ۹ 

اي ان ۳۸۲۳7 مصفوفة قطرية . با ان حاصل ضرب مصفوفات عمودية فأذن 
تکون مصفوفة عمودية . 


PMP" 


۱ رو هھ .م) 
ھا ان کل مصفوفة عمودية عبارة عن مصفوفة قابلة للقلب فان هذا 
يرهن المبرهنة (6.1.4) . 
الان المبرهنة (6.1.4) تنص على ان كل مصفوفة حقيقية متناظرة تکون 
مشاببهة الى مصفوفة قطریة . 
بالرجو ع الى البرهنة (4.3.2) نلاحظ مايلي : 


اذا كانت 1۷۲ مصفوفة متناظرة حقيقية فان العلاقة 
PMP"= D‏ 


حيث ان 1 مصفوفة قطریةء تنتج ان صفوف المصفوفة ۶ تكون 
متجهات ذاتية الى 16 وعناصر الصفوفة القطرية تكون قيماً ذاتية الى .أ 


ان خلاصة ماتقدم تكمن فی مايل : 

اذا كانت 20 مصفوفة متناظرة حقيقية فان ۷ يكون ها 2 من القيم الذاتية ولتكن 
مہہ دولل ۸ رما بعضها مكررة واذا كانت مک ,... ,ر× ,× متجهات ذاتية 
متعامدة واحادية الطول تابعة للقم الذاتية اعلاه على التوالى للمصفوفة ۷۸ فان 
المصفوفة ۴ التي صفوذ: ! مكونة من المتجهات الذاتية اعلاه تكون مصفوفة عمودية : 


اي انه اذا كانت 


PMP” = PMP" = D 
: ملاحظطة‎ 


ان الحصول على مجموعة متجهات ذاتیة متعامدة واحادية الطول یتم 
بتطبيق طريقة كرام شعدت . 
يكن توضیح ماجاء اعلاه با مال التالی :ب 


مثال (9) : 
جد مصفوفة عمودية 7ء تحقق ۳۸۳۴ تکون مصفوفة قطرية» حيث ان 

۸ مصفوفة متناظرة . ۱ 
2 4.2 
A= 4 2‏ 
4 2 2 

ال : العادلة المميزة للمصفوفة ۸۵ هي 

0 = هج توج | 2 ۶۸+ 2 det(A-AD=|‏ 
4% 2 2 


۳۶ ۰۵ 


عندئذ تكون القم الذاتية للمصفوفة 2:۸ =۹ ۸-8 . یکن 
بالطرق المستخدمة في الفصل الرابع اثبات ان التجهین : 
(1 ,0 ,1( > ر۸۵ ,)0 ,1 A= (C1,‏ 
يكونان قاعدة للفضاء الذاتی التابع للقيمة الذاتية 2= لم . تطبيق طريقة كرام 
شمدت على ره ,,۸ 3 يودي الى مجموعة متعامدة أحادية من التجهات 
الذاتية التالية ( حقق ذلك ). 
(ج/۰2 B,= (WE “E‏ و (۰۵ B= CAS WZ‏ 
الفضاء الذاتي التابع للقيمة الذاتية 8 = ۸ له القاعدة 
(1,1,1) ديم 
تطبيق طريقة كرام شهدت على بھ يؤدي الى المتجه الاحادي الطول 
( چه۲ ۰ ۷5۰۲45 ) -رظ8 
اخيراً بأستخدام 8 ,ر8 ,8 كصفوف نحصل على المصفوفة 


- چہا هرا‎ o 


P= |۷5 “WE 2e 


۸۷ WS WE 
D= 
0 


۱ 


التي تحول الصفوفة ۸ الى مصفوفة قطرية : 
8 
اي ان 5 = ۳۸۳7 والقارىء مدعو لتحقيق ذلك . 


o 
6 N © 


الان نبرهن المبرهنة (6.1.3) . 


٦ 


برهان المبرهنة (6.1.3) : ۱ 
اختر اي قاعدة . ,8 ,... ,8( =1 الى ۷لتکن ۸6 مصفوفة 
الدالة ثنائية الخطية التناظرة 
امہ XV‏ ۷ :1 
بالنسبة للقاعدة 11 اعلاه . 
۷ مصفوفة متناظرة حقیقیةء عليه توجد مصفوفة عمودية ۳ تحقق ۱ 
D‏ ع ۸۳۴۲ 


حيث ان (1 مصفوفة قطرية . ( ذلك بتطبيق المبرهنة (6.1.6) ) . نستخدم ”1 لتغيير 
القاعدة واحصول على قاعدة جديدة : 
ھ20 1 -8 
حيث : 
,ظط + .... + رظ A, =F‏ 


A, = رط‎ B+ ...+ بط‎ B, 
اي ان ۴ مصفوفة الانتقال من القاعدة 5 الى القاعدة ۳۲ . المبرهنة (6.1.2) تنص‎ 
على ان مصفوفة الدالة ؟ بالنسبة للقاعدة 5 تكون‎ 
: ۳۱۷۲۴۲ < 0 
(و.ه.م)‎ 
۱ : )10( مال‎ 
جد قاعدة للفضاء 122 تجعل من مصفوفة الدالة ثنائية الخطية‎ 


f: 2 x 2 مب‎ 


۳:۷ 





المعرفة بالصيغة : 
ولآرلا + 2,۷ ۵۴ + XX)‏ > ((و۷ (Ky,‏ و(رلآ ,,*))1 


الحل: لتكن 001 > بھ ,)1,0 .۵ 1 < 5 القاعدة الطبيعية الى 2 
أن مصفوفة ؟ بالنسبة هذه القاعدة . 


f(A, A) f(A,» یھ‎ 
۸۸۷0 = 
یھ ,۴)4 (هبیه)؟‎ 


لاحظ ان هذه المصفوفة متناظرة لکن ليست قطرية . لغرض تحويلها الى مصفوفة 
قطرية يجب علینا ايجاد ام الذاتية . 


العادلة المميزة للمصفوفة )14 تكون 
tI 0‏ - )11 | 





القم الذاتية : 1- = ره ,3 A=‏ 


لغرض الحصول على التجهات الذاتية التابعة للقيمة الذاتية 3 = ,۸ علينا حل 
المعادلة المصفوفية : 
1 


2 2۔ 


(x,y) = )0,0( 


2- 2 
التي تودي الى معادلة خطية واحدة : 
0 = 2۷ + × 2- 


y= x 
لذلك فان [2 1/۷ ,2 1/7۷) = ,26 يكون متجهاً ذاتياً احادي الطول تابعاً للقيمة‎ 
الذاتية 3 ر ۵ وبالطريقة نفسها نحصل على (2 1/۷ , 2 1/۷-) =ر× كمتجه‎ 
ذاتي احادي الطول تابع للقيمة الذاتية 1- 9 ۸. لذلك نحصل على مصفوفة‎ 

عمودیه . 


1۷ 1۳۳2 
1 2 ۳ كت 


هذه المصفوفة تحقق : 


۳۸۷۳۲ = 


نستخدم هذه الصفوفة لتغییر القاعدة 5 الى قاعدة مكونة من التجهین ر8 ,رظ 


حيث : 


B, 0/۷2 ,هل‎ +07 JA, = 0۱/۷۵ ,۱/ ۷2) 


۳۹ 


B,=(1/ ۷(۸, +0// 2J4, = (-1/ ¥3 ,1/ ¥3) 


ان مصفوفة ؟ بالنسبة للقاعدة اعلاه ستكون قطرية مساوية الى : 


3 0 
-1 


1 اذا كان (رلا «A= (Xs‏ (ولا B= (Ks‏ اي متجھیں ف ۶ فأي من 
الدوال 8 مب 2 × 22 :1 يكون دالة ثنائية الخطية على 3 . 


. f(A, B) = x x, + Sy, ا( 3 + ولا‎ 
. f(A, B)= 7× (ب) 25 - ولا‎ 
. A, B= 1 + xXx, - (ج) ولا رلا‎ 
. f(A, B)= 2x + 3y, (د)‎ 
. (A, B)= ۱۱ (ه) ولاو,‎ 


2 اذا كان ( ۷۸۰۰۷ 0 «A=‏ (۷ وولا ورنا) B=‏ اي متجهين في الفضاء 
© على اخقل 6 ای من الدوال 6 تعب © < 07 :1 یکرت دالة ثنائية 


. ©” الخطية على‎ 
f(A, B) = UU) - 1۷ + (1 + i) WV» ( 5 
f(A, B)= (2-31) + U Wa - VU, (ب)‎ 
f(A, B)= -[ 2 ۷ ۱ (ج)‎ 
f(A, B)= u, + شر‎ + w2 iu + (1 + j) ۳ رد)‎ 
f(A, B)= (2 + 4)u, ر۷-‎ + Wy (ه)‎ 


3 لیکن (۳,)8 له القاعدة الطبيعية [× ,× ,1( . اوجد الدوال نديد 
' الخطية ۸ ¬ (۳,)18 × (۳,)18 :۴ التي تنتج من المصفوفات 


0 2 1 2 0 1 1 1 1 
۲ ی مه نلك 

6 9 3 4 : | 0 1 3 
0+7۳1 0 1 1 1 ۷ 


4 لیکن 8۳ له القاعدة المكونة من المتجهات 
A= (-2, 0, 0, 0(, A,= (0, 0, 1/2, 0),‏ ,)0 ,0 ,1 ,0( < ,۸۵ 
)3 ,0 ,0 ,0( دپھ 


ایجد الدوال الثنائية الخطية ۸ م “۸ × “1:8 التي تنتج من المصفوفات 


I1 1 1 1‏ 
1 حر مد لاچ ایی حك کو 
1 1 1 1 
و 6 5 7 
1 1 1 1 ۱ 
5 یلدم ]1 2 
4 3 2 1 
1ہ 1 0 2 
0 2إ 1 3 
6 0 1 4 


5 اوجد مصفوفة الدالة ثنائية الخطية © مه ”© × ”© :۶ المعرفة بالصيغة 
w, - (1 +D 2 ۱‏ 12 = ((ر W۷‏ ,,۷) ,(د2 ,))۴ وذلك بالنسبة للقاعدة 
A= )0,-1(٩‏ , (م,() = .S= A,‏ 


6 اوجد مصفوفة كل دالة ثنائية الخطية على 8 ظهرت في رین (1) وذلك 
۱ بالنسبة للقاعدة الطبيعية . 
7 اوجد مصفوفة كل دالة ثنائية الخطية على *) ظهرت في تمرين (2) وذلك 
بالنسبة للقاعدة الطبيعية . 


8 اوجد مصفوفة الدالة ثنائية الخطبية 8 مہ (2) 2 × (2,)1 :۴ المعرفة 
بالصيغة ,0ر4 - را22 =(×رط + ره ,×ط + ۴)4 وذلك بالنسبة 
للقاعدة ×3 x, A=‏ + 1- = ,4 - 5. 


9 اذا کان (2 ورلا ×) تش (ر2 ,رل ,ر×) =8 اي متجهين في ۸ فاي 
من الدوال ثنائية الخطية 8 م "13 × R‏ :۴ تكون متناظرة . 


)ا( 
(ب) 
(ج) 
رد ) 


f(A, B) = يلا رز‎ - 2Y ولا‎ + 322 


20 


f(A, B) = 2, 2ا3 + رل‎ ۰ 


f(A, B) = ما2‎ - 3X2, + ¥2, + 4y ر21 وكا‎ 
f(A, B) = XX + 2y x, + 2X ¥» - ولا/2‎ - 22 


0 اوجد مصفوفة عمودية ۳ تحقق "0۸7 تكون مصفوفة قطرية . 


5 7 


8 


14 


1 _ كرر تمرين (10) بالنسبة للمصفوفات 


ےہ ه 00 


4 0 
4 0 
0 0 
0 O 


4 
4 
0 


و0 


~24 


25 
0 


0 


-1 


1- 1 
5 1- 
7 
سیت 0 0 
25 6 
0 3 3 0۵ 
4۔ 3 3 0 
25 


2 اوجد قاعدة الى 17 تجعل من مصفوفة الدالة الثنائية الخطية المتناظرة 
بالنسبة لها مصفوفة قطریةء حيث ۸ م 22 × ۸ :۴ تكون کا يلي : 
رآ - × 3y‏ 3 + يلار 3ل 3 + رگ ((يلا مب ۲۷ 
ولارلا 
(ب) ولارلاة + XY + KY,‏ + م35 > ((لای5) دلولا (Kp‏ 
3 کرر الطلوب في تمرین (11) بالنسبة الى *2 والدوال التالية : 
) ۹ مقرلا - ولارل21 + يلارلا - XZ;‏ - ولا - 2,۷ (A, B)=‏ 
و222 + ولار2 - و2 - 
(ب) 2 2 23 - يك 362 - ولارلا3 - ر36*,2 - -2x x,‏ ع (8 f(A,‏ 


حي ان )2 ہلا م ۸ 4 )22 ور B= (XK,‏ 


(6.2) الدوال التربيعية والصيغ التربيعية . 


Quadratic Functions & Quadratic Forms 


لأي حقل ۳ التخصیص * ہم × يعرف دالة تربيعية متحانسة 
۴ مب ٩:۴‏ . هذه الدالة خاصيتين مميزتين : الاولى (0016 = (1-)0 ء والثانية 
0 2-2 تيز 02 + q(t) = (k‏ - 0)ن - 0 + q(k‏ 
والصيغة 21 تعتبر دالة ثنائية الخطية على ۴ . لأي فضاء متجهات منتبي البعد ۷ 
على الحقل ۴» الدالة 
٣‏ مب ۷ :0 


q(A) =‏ 
حيث ان (ر× ,..., | *) =× هو متجه احداثیات ۸ بالنسبة لقاعدة ثابتة الى ۷ء 


تكون دالة تربيعية متجانسة تحقق الخاصيتين اعلاه. هاتان الخاصيتان سوف 
تستخدمان له ريف الدوال التربيعية بصورة عامة . بعد التعریف سنقدم تطبيقا مهما 
في موضو ع التفاضل ءالتکامل . سنرکز دراستنا على الدوال التربيعية على فضاءات 


عا حمًا الاعداد الحقيقية. 
ىف 35 2 


تعریف : 
اذا كان ۷ فضاء متجهات على حقل الاعداد ا حقیقیة ء فبدالة تربيعية 
متجانسة على ۷ نقصد دالة: 2 
۹ ہے ۷ :40 
تحقق : 
(0 (ھ)و -(ھ)0 كل ۸۷ . 
(2 الدالة 8 مت ۷ × ۷ :]. 
المعرفة بالصيغة : 
(1/2)(Q(A + B) - Q(A) - Q(B))‏ = (ظ f(A,‏ 
تكون دالة ثنائية الخطية على ۷ . 


مثال (1) : 
الدالة ۴ هم 22 :0 العرفة بالصيغة ۳ + تير = (00,۷ 
تكون دالة تربيعية متجانسة وذلك لان : 
Q(x,y)= Q (-x, -¥) (1)‏ 


رررلاری)00- ( 7 ,)0۵ -((رلابی) ۴ (0)0,:۷)) (1/2) = ((ولاوي) ۰( 13)):۷ 


)2( 
((ولا Q(X),‏ 5 (7,,ہ0۷و ٦‏ (رلا بے ۸ ور 7 0008 )1⁄2( 5 


نر2 + کی - 2۷ 7 (x‏ - “زرلا +20 + وا + ((x,‏ )1⁄2( = 
ولا 2۷ + XX,‏ سے (, 4۷,۷ + ,62 (1/2) = 
' هذه الدالة عبارة عن دالة ثنائية الخطية على ”۸ . 


مغال (2) : ١‏ ۲ 
الدالة 18 مب (), ۸۷ : العرفة بالصيغة 2 1 


تكون دالة تربيعية متجانسة والتحقيق مماثل للمثال (1) اعلاه . 


مثال (3) : 
الدالة 8 م 83 :0 المعرفة بالصيغة 
x? - xy + yz‏ ح (2 Q(x, y,‏ 
تكون دالة تربيعية متجانسة على ۸ وذلك لان : 
0 ت )2-( (-y)‏ + رر ری - (-x)*‏ =)2- رلا- CX,‏ ۵ 


x2 - xy + ۷7 


= 006, ۲, 2( 


)2( 
[(و2 مولا (ys‏ ۵ - (2 ورلا ہ5) © -مۃ ہلا میا + )2 (1/D[Q((x,s Ys‏ 


(و2 + ,2) روؤ+ہن + رحب (رx‏ + )x,‏ - کی +0 (1/2)< 
[(ر2ر¥ + يلايك - ر×) - (رقرلآ + ,۷× - یت 


ارولا(1/2) + و2 ۱/2(۷)+ XY,‏ (1/2 )لا (1/2)ا ع = 
وهذه دالة ثنائية الخطية على R‏ . 


مبرهنة (6.2.1): 
كل دالة تربيعية متجانسة ۸ هل 7 :0 على فضاء متجهات منتبي البعد 
۷ على حقل الاعداد الحقيقية» تحقق ۰ 
O (1)‏ = ر٥0‏ 


A۸€۷ لكل متجه‎ Q)24(= 40)4( (2 


البرهان : 
لأي ثلاثة متجهات © ,8 ,4 في ۷ نلاحظ مايلي 
Q(A + 8 + © - 0)4( - Q(B + C) = 2f (A, 8 + ©‏ 
حيث ان 8 م ۷ × ۷ :۴ تلك الدالة ثنائية الخطية التي تحقق : 
Q(A) - Q(B) = 2f(A, 8١‏ - رط + Q(A‏ 


اذك : 


Q(A + 8 + ۔ رہ‎ 0)4( - Q(B + ہ‎ = 216 ), B) + f(A, .رہ‎ 
= 2)۵, B) + 2f(A, © 


۷۹٥و‏ - Q(A)‏ - 0 + ۵و + Q(B)‏ - ر0)5 - (8 + Q(A‏ = 
يمكن كتابة المعادلة اعلاه بالصيغة : 


Q(A) +‏ + نہ + Q(A + B) - Q(A + C)- Q(B‏ - نہ + Q(A + B‏ 
Q(B) + 00 = O‏ 
اذا وضعنا 0 = © = 8 =4 في العادلة اعلاه» حصل على 
O‏ = (0)© 
اما اذا عوضنا : ۸- -© , ۸ = 8 فنحصل على 
O‏ = رو + Q(A)- Q(2A) + Q(A) + Q(A)‏ 
با ان (4-)@ = (0)8 . اذن 
Q)2۸)= 40)4(‏ 


لأي دالة تربيعية متجانسة 8 م ۷ :00 الدالة ثنائية الخطية 
8 مہ ۷× hiV‏ 
المعرفة بالصيغة : 
Q(A) - Q(B)]‏ - رط + h(A, 8( =(1/2)[Q(A‏ 
تكون دالة ثنائية الخطية متناظرة وتسمى الدالة ثنائية الخطية الناتجة من 
استقطاب (6018512108) الدالة التربيعية المتجانسة 0 . 


سوف نبرهن على ان كل دالة ثنائية الخطية ومتناظرة يمكن الحصول عليها 


باستقظانت دالة تربيعية متجانسة وحيدة . 


0 رهنة (6.2.2) : 


لیکن ۷ فضاء متجهات منتبي البعد وعلى حقل الاعداد الحقيقية. کل 
دالة ثنائية الخطية متناظرة ۴ ج ۷ × ۷ :1 تعرف دالة تربيعية متجانسة 
+R‏ ۷ :0) بالصيغة : 
۷ , (ھ Q(A) = f(A,‏ 
هذه الدالة التربيعية التجانسة هي الوحيدة التي تحقق : 
Q(A) - Q(B]‏ - رظ + [Q(A‏ 1/2 د رط f(A,‏ 


البرهان : 


نبرهن اولاً على ان الدالة 12 سه ۷ :© العرفة بالصيغة اعلاه تکون دالة 
ترييعية متجانسة. مذا الغرض نلاحظ ارلا 


QCA) = f(A, -A) = (-1) f(A, A)= Q(4) 
: بما ان 1 ثنائية الخطية ومتناظرة فنحصل على‎ 
رھ + خ)1/2(]0)‎ - Q(A) - Q(B)] ذ)1/2(]1)-‎ + 8 , A + B) - f(A,A) 
- 1), [(ظ‎ 


=(1/2Jf(A, B) + ۶65, A)] 


= f (A, B) 


بذلك تكرب الدالة © المعرفة اعلاه تربيعية متجانسة وذلك بضوء التعریف . 
على العکسء لو فرضنا ان ۸ م 0:۷ دالة تربيعية متجانسة تحقق : 


۳ ۵۸ 


f(A ه)ن)1/2)- (ظ,‎ + B) - (A) - 0)8(( 


21۸, A) = (2A) - (ه)0 - هی‎ 
= (2A) - 20)4( 
= 4Q۸) - 20)( 
= 20)4( 
: واذن‎ 


بر 
Q(A) = f(A, A) = 0)۸‏ 
وذلك لکل €۷ ۸ . اي از 6 = © 


مثال (4) : 


جد الدالة ثنائية الخطية المتناظرة 82 م 237 × 8 :1 التي تنتج من 
استقطاب الدالة التربيعية التجانسة 1 ج 8R‏ :0 والمعرفة بالصيغة : 


Q(x, ¥, 2) = ۷ + 2yz 
الحل : لیکن (,2 ورلا :,) =4 و (,2 ,رل ,ر×) = 85 الدالة ثنائية الخطية المتناظرة‎ 
: جب ان تحقق‎ Q التي تنتج من استقطاب‎ f: R 2 ۳3 مب‎ 


f(A, رط + 1/2()0)4)- (ظ‎ - Q(A) - Q(B)) 
Q(X» ((ر2 ,را‎ 


5 )22 + 2( زولا + ,201 + زولا + 007 Xx)‏ + ,1/2()66)-< 


(و2ر 2¥ - ر×2 2 - ر۷× 


280 + و2 2 + XY,‏ + ولاب)(1/2)- 


مثال (5) : 
جد الدالة التربيعية المتجانسة 1 م 27 :0 الرتبطة بالدالة ثنائية الخطية 
المتناظرة ۴ م ۸ × 1:8 والمعرفة بالصيغة : 


XX) - Y2»‏ = ((ي2 دولا (Xs‏ «(2 ورلا م6 
الحل : Q (A) = f(A , A)‏ 
(2 ولا (XK;‏ ,(2 ولا ,5))؟ =2 ,اب06 


(2) () - رم رس = 


2 - ٹر = 


لقد رأينا في البند السابق ان الدالة ثنائية اخطية التناظرة تتعين بصورة 
كاملة بمصفوفة متناظرة وقاعدة للفضاء العرفة عليه . كذلك رأینا في هذا البند ان 
الدالة التر بيعية التجانسة على فضاء تتعین بصورة كاملة بدالة ثنائية الخطية ومتناظرة 
على ذلك الفضاء وبالعکس ( مبرهنة 6.2.2 ). وعلیه فان اي مصفوفة متناظرة 
و قاعدة للفضاء ۷ تعینان دالة تربيعية متجانسة على ۷ وبالعکس فان اي دالة 
تربيعية متجانسة وقاعدة الى ۷ تعين مصفوفة متناظرة وکا موضح في الثال التالي : 


مثال (6) : 
جد الصفوفة التناظرة التي تمثل الدالة التربيعية المتجانسة ۸ 0:8 
العرفة بالصيغة: 332 + ۷ × <(,000 وذلك بالنسبة للقاعدة 
الطبيعية . 


3 


الحل : الدالة التربيعية اعلاه تعرف دالة ثنائية ا خطیة متناظرة ۴ م 22 × 12 :1 . 


f(A, 8( =(1/2)(Q(A + 8( - Q(A) - Q(B) 
: لتكن : (1,0) =4 ء (0,1) 8 عناصر القاعدة الطبيعية عليه يكون لدينا‎ 


Q(A) = )1(2- (1)(0) + 3(0)” =1‏ - (۸,۸)؟ 
=(1/2XQ(1,1) - Q(1,0) - Q(0,1))‏ (ظ f(A,‏ 

=)1⁄2()3 -1-3( = -2 
f(B, A) = f(A, B) = -1/2 


f(B, B)= Q(B) = 3 


2 1 
و ورر ۷ 


هذه هي مصفوفة الدالة التربيعية اعلاه ولغرض التحقق من ذلك لاحظ 
ان متجه احدائیات (ل,×) =4 بالنسبة للقاعدة الطبيعية هو (5,[۷) نفسه عليه . 


یکون . 


اذن تکون مصفوفة ؟ بالنسبة للقاعدة الطبيعية کا بلي . 


Q(A) = f(A, A) = ۸ ۱ x ۱ 
۱ ۱ ۲ 


ک )12 1 
اي ان . | Q(Y) = (x,y)‏ 
۱ ¥ 1 42 - 


11 


= (x¬ )1/2(۷, (¬ 1/2)x+ 3¥) x 


= ×» ہر‎ + 3y 
ان طريقة حل الثال اعلاه » طريقة بدائية وطويلة » حيث وجدنا مصفوفة‎ 
. الدالة التربيعية المتجانسة من خلال الدالة ثنائية الخطية التي تنتج من استقطابها‎ 
. لندرس ا حالة بصورة اكثر تفصيلا‎ 
أنفرض اننا اعطينا دالة تربيعية متجانسة ۸ مب ۷ :0 ولنفرض ان‎ 
,رها <5 قاعدة ثابتة الى ۷ . لتكن 81 الصفوفة المتناظرة التي تنتج من‎ ... ۵, 
: الدالة ثنائية الخطية ۸ +- ۷ × ۷ :1 التي نحصل علیہا من استقطاب 00 اي ان‎ 
f(A, 8( -)1/2]0)4 + 8( - Q(A) - 0)8([ 
×= وبذلك یکون:(۸,۸)) = (0)۸ لأي متجه 6۷ ۸. اذا کان(,×...,ر×,×)‎ 
متجه احدائیات ۷ © ۸ بالنسبة للقاعدة [,۸ ,... ,ره = 3ء فان‎ 
Q(A) = f(A, A) = ×۲ 
. 5 مصفوفة ؟ بالنسبة للقاعدة‎ N = )2:( حيث کا ذکرناء ان‎ 
: الان‎ 


...a x‏ .2 ربة 
Xs <-5) : : ٤‏ بر = (ھ)ن 


An a2 د‎ Ann x 


۳۹ 


2 2 2 
+ AX, +... + aay + 2 2 a; XX; 


2 ۳ 2 + کے + 


i 1 
1> 


صيغة تربیعیه متجانسهة بالتغیرات رک وه ور . 


اذا وجد مايشير الى ثبوت قاعدة الفضاء ۷ء فإنه بالامكان کتابة . 


11 11 
;× ;× ,8 7 7 ے ری 
۷1 ۱ 


ونسمي هذا صيغة تربيعية بالتغیرات × و..- ور× ورگ . 


مثال (7) : 


جد الصفوفات التناظرة لكل من الصیغ التربيعية التالية : 


11 1 22 2 


Q(A) = a 





Q (Xs Ks ہم‎ 


008, y)= x - xy + 392 .....( 


©), y, 2)= -x + 4xy + 2y + 62- درک‎ ....(i) 


الحل: کا لاحظنا اعلاه » فإنه في المصفوفة (2) =1 التي تمثل لا و... 


Q (Xs Xa, 


يكون العنصر القطري :3 مساوياً لمعامل ”× کا يكون كل من العنصرين :8ء رة 


مساویا لنصف معامل ;× ا وهكذا فان : 


() مصفوفة 3 + × × = (,0)5 تکون 
2- 1 


3 3-۔ 


(لْن) مصفوفة 5۷2 - 6×2 + 2y”‏ + 4 + ×= > (2,لز,) © تكون 


I E 
E 2 


3 -5/2 0 


اة الاساسية في بندنا هذا تتمثل فى امكانية کتابة الصيغة الد جتخرات 
جدد بحيث تتحول الى صيغة بسيطة . البرهنة (6.1.3) تنص على وجود قاعدة 
للفضاء ۷ تجعل من مصفوفة اي دالة ثنائية الخطية متناظرة 8 جل ۷ × ۷ :1 
بالنسبة لها قطرية. 
تعريف : 
الصيغة التربيعية : 2 + ...+ aX‏ تسمى صيغة قطرية . 

التعريف اعلاه ورد لكون مصفوفة الصيغة اعلاه قطرية . 
مبرهنة (6.2.3) : 

اذا کانت 8 نت ۷ :۵ دالة تربيعية متجانسة عل فضاء التجهات ۷ 


المنتبي البعد وعلی حقل الاعداد الحقيقية » فإنه توجد قاعدة الى ۷ تجعل من مصفوفة 
© بالنسبة ها قطرية . 


۳۹4 


المبرهنة اعلاه نتيجة مباشرة للمبرهنة (6.1.3) ولعلاقة الدوال التربيعية 
المنجانسة بالدوال ثنائية الخطية المتناظرة . 

ان النتيجة بالنسبة للصيغ التربيعية وتحويلها الى صيغ قطرية بمتغيرات جدد 
تكمن في البرهنة التالية» التي هي صورة اخری من صور المبرهنة (6.2.3) اعلاه . 


مبرهنة (6.2.4) : 
n n‏ 
كل صيغة تربيعية الات 2 ارت 
پک و... ولاو قابلة للتحول الى صيغة قطرية “لآ ,0 , _ 2 ا بمتغيرات جدد ` 
ولا ,۰۰۰۰ ورلا وذلك على حقل الاعداد ا حقیقیة . ۱ 
المبرهنة اعلاہء هي ايضاً نتيجة مباشرة لكل ماذکرناه سابقاً . 


مثال (8) : 
جد قاعدة للفضاء 12 تجعل من مصفوفة الدالة التربيعية 
5 مب 0:8 
العرفة بالصيغة : 
y‏ + بوره + Qk, y)= x‏ 


الحل: 
ان مصفوفة الدالة التربيعية اعلاه بالنسبة للقاعدة الطبيعية» تكون 
۱ 2 1 


راجع ا ال (7)ء لكيفية استخراج هذه الصفوفة . نحاول الان ایجاد 
مصفوفة ۶ تحقق: "۶۷۴ تكون قطرية. وا حل یکمن بأيجاد القم والمتجهات 
الذاتية للمصفوفة 1 وهذا موجود في الخال )9( من الیند السابق » حیٹ تکون : 


۲2 Aa 
P= 
z2 Wz 
: والمصفوفة القطرية‎ 
| 3 2 
D= 
0 -1 


والقاعدة المطلوبة › هي تلك القاعدة الناتجة من ۳ ثير المصفوفة 8 على القاعدة 
10 ,0) <بھ ,(1,0) = رحا - 5 الطبيعية. اي ان 


B= ۸۵ ^ ۱/2۸, - ) ۷۳ ¥45 


1 


B= - 12۸+  YZA,= (= 1/2: W2) 


2 
مثال (9) : 
اكتب الصيغة التربيعية 
2 2 
Xx,‏ + ار + رد x)=‏ ,606 
متغیرات جدد رل ,۷ بحيث تكون قطرية . 
اخل : 


السوال اعلاه مشابه الى حد ما السژال في المثال السابق. لقد رأينا في 


: المثال السابق ان مصفوفة © بالنسبة للقاعدة الطبيعية [ی۸ 1۵ -5 تکون : 


VIER‏ گ۸۷ ت 


ےا ua‏ 
ه: | | د عت 





ان مصفوفة 0 اعلاه بالنسبة للقاعدة ٠‏ 
۲ )1/2 ۵ حرط ۱/۸۷۵ ۱۸/2 B=‏ 1 
تکون قطرية وتساوي و 5[ عذا يعني انه لو وضعد 
۳ : 
(x, x) ۳‏ > (رلا ,ر) 
لاصبح (رلا ,¥) متجه احدائیات (ر× ,,۲) بالنسبة للقاعدة الجديدة پا رظ ,,8 | 
ما ان ۳ مصفوفة عمودية اذن ۳۳ = ۳۲. 
x) 72 -1//2‏ ,6 را 
۱ 1/42 ۱۸۷۴ ۱ 
x), 12+ xy) (‏ + ۱/۷26 ) = 
هذا يعني ان (ر× + ×)(1/¥2) حلا 
(x, + ×,)‏ )1/12( رلا 


همي المتغيرات الجدد التي تحقق : 


2 2 
0۵0 XJ ر×4 + رل ح‎ + Xx, 
= )×,×( M و66‎ XJ) 
= (ys (يلا‎ PM(y,: (ولا‎ P)' 


= رر ن‎ PMP" (y,, ¥)" 


0 3 
زولا ,¥( (ai‏ زولا بلا) = 


ول - ,3¥ = 
المثال اعلاہ وشح مال ار فو نر ا ساقل م فان 
رسم المنحني الذي معادلته: 1 = ”ر× + ر×ر×4 + رد لعرفنا انها معادلة من 


الدرجة الثانية ويجب ان قثلِ احد القطوع ا خروطیة . في التفاضل والتكامل كانت 
هذه السألة تأحذ ات 7 وکان الطالب يفهم بإن التعويض : 


)1/۰۲ 2)(y, 5 زولا‎ 


2)(y, + y,)‏ 4ه/1) 


يودي الى حذف الحد ,ا الذي هو سبب الاشكال والغموض في 
معرفة ماتمثله ا معادلة من قطع مخروطي . 


IA 


والتي تمثل قطع زائد (18 0٥٥1ی‏ . .نظر الشكل ادناه . 





ان رژس هذا القطع الزائد تكون عبارة عن 
Oy) < )< 13,0)‏ 
اما الاحدائیات (ر× ,,*) لهذه الرژوس فانها ستکون : 
(x) = + )1/۷3(6 1/۲2, 1/۷2(‏ 
مثال (10) : 
صف القطع ا خروطی © الذي معادلته هي 
4xy + 8 -36< 0‏ - 5 


الحل: ان الصيغة المصفوفية للمعادلة اعلاه هي 


2۵267 - 36 = 0 


۳۹۹ 


لغرض تبسيط المعادلة اعلاه ؛ نحول الصيغة التربيعية ۸7 الى صيغة 
قطرية وذلك بإيجاد القم الذاتية والتجهات الذاتية للمصفوفة ‏ . 
المعادلة المميزة للمصفوفة ۸ هي 


5-3-0 
-2 8 








واذن القیمتان الذاتیتان للمصفوفة ۸ ها سی 9ح( . التجهات 
انذاتية التابعة للقيمة ۸-4 هي الحلول غير الصفرية للنظام . 


2- 1 
0 و 0 = 4 2- (۷ 9 (xX‏ 
الذي يؤدي الى المعادلة : ۷ x=‏ 
وبذلك يكون التجه : (1 ,2) قاعدة للفضاء الذاتی التابع للقيمة 26-4 . نأعذ 
المتيجه : 
۱/۸۷۷5 ,كو/2 (= A‏ 
احادي الطول . 


وبا مئل يكون (5 2/۷ ,1/۷5 ) ره متجھا ذایاً 
احادي الطول تابعاً للقيمة الذاتية 9 < ۸ . 


PV. 


2/5 ۰ 


P= 
-1/۷5 ۰ 5 

عندئذ یکون : 

4 0 

د سے 1 

5 و |= ظ ۳۸۴۲ 

7 : والتعويض‎ 
X= (x,y) = زو ىع‎ ۲ = XP 

يؤدي الى : 


۳۶ و 

(XP) A ) (۲-36 = 0 
۳ 1 ص‎ 

X (PAP'") 27 -36 = 0 


* 16 5 


210 36 - وكا 
5 9 لالت ٤‏ 


0 = 36 92 + 42 
هذه المعادلة يمكن کتابتها بالصيغة 
1 = 2/4 + 12/9 


وهذه معادلة قطع ناقص سمه في الشكل ادناه . 


27 ۱ 


مثال (11) : 
صف السطح الذي معادلته 


0 < 3 - 4۲2+ ئ4 + بوره + 422 + 4x + 4y‏ 
احل : ان الصيغة المصفوفية للمعادلة اعلاه هي 3-0 - 26۸267 حيث ان : 


1 2 4 
هرایم =× و 2 4 2 ۸2 


YY 


کا تبين في مثال (9) من البند (6.1)» القم الذاتية للمصفوفة ۸ هي 
2 28 ۸ وتكون ۸ قابلة للاقطار بواسطة الم رفة العمودية 


-1/۷2 1/۷2 6٥ 
P= | -1/46. -1/6 6 


1/3 1/43 INF 
حیث ان متجهي الصفين الاولين في ۶ هما متجهان ذاتيان تابعان للقيمة‎ 
. (8 الذاتية 2= لم و متجه الصف الثالث هو متجه ذاني تابع للقيمة الذاتية‎ - 
: ان تحويل الاحداثيات‎ 
X= ,لاب‎ 2( - (P= XP 
: يحول المعادلة 0 = 3 - ۰26867 عند التعویض الى العادلة‎ 
(XP) A 06۳( -3 = 0 


X"-3 = 0‏ مومع 


PAP" = 


© 
۵ << 6 
© © مه 


VY 


اذن المعادلة اعلاه تصبح 


7 0 2] ,ر 
(KY, 2۶( 0 2 0 -3 =0‏ 
4 0 0 


اي 3 -822 + شور + %2 2 
وهذه يمكن كتابتها على الصورة ۱ 
1 - 27/6/8 +(2/ 6ت +(26/2 


وهي معادلة سطح ناقص (50106م8111) . 
مثال (12) : 
إرسم المنحني الذي تثله المعادلة 


16:2 - 24xy + -2پو‎ 30x - 407 =0 


الحل: ان المشكلة الاساسية في معرفة ماتمثله المعادلة اعلاه من قطع مخروطي تكمن 
في الحد × . لذلك بأمكاننا ولا النظر الى الصيغة التربيعية المتجانسة والموجودة في 
المعادلة اعلاه . هذه الصيغة هي : ١‏ 


ہو + 24xy‏ - 162 
مصفوفة الصيغة اعلاه هي المصفوفة 


16 ~12 


۳۷ 


سوف حول الصيغة اعلاه الى صيغة قطرية . 
الا : حسب الق الذاتية 
2- 16-4 
det (A - tI) =‏ 
9-1 2- 
4 - 0-0 (16-۱) 
4 - 144 + 2-25 = 
(25-) = 7-25{ 
القع الذاتية للمصفوفة ۸ نكن : 0- ۸ 25 = ر يلالمتجهات الذاتية 
التابعة للقيمة الذاتية 0= , ۸ هي الحلول غير الصفرية للنظام 


2 16 
200 9 12 ۷(۱:) 
الذي يودي الى ا معادلتین الخطيتين : ۱ 
0 = 1653-120 
0 9۷ + 12 - 


هاتان العادلتان عبارة عن معادلة واحدة 0= 3۷ - ×4 والحل سیکون *(4/3) = ل . 
تأخذ 3-* ونحصل على التجه (3:4) ومنه نحصل على التجه (4/5 ,3/5) ۸ 
کمتجه ذاتی احادي الطول تالع للقيمة الذاتية 0= ,۸ . 

باللل نحصل على التجه (3/5 , 4/5-) =8 کمتجه ذاتي احادي 
الطول تابع للقيمة الذاتية 25 = ی . 
الآن ضع [4/5 ۳2/3/3 ولاحظ ان ۳ مصفوفة عمودية تحقق 

- 5 3/ 


۳۷۰ 


0 0 
7 


لو وضعنا ۶ ('7 و'*) -(زريع) ای 
۱ و ("ىو'*) (x,y(=‏ 
لحصلنا على , و کار بو و 
( 2۷ + 4#) چ در 


فعند التعويض‌عن و بالتغيرات‌الجدد "7 ,'×بالصيغة التربيعية 
وو + 247 - 16x‏ 
تحصل على الصيغة القطرية : ي 25 
نرجع‌الان الى المعاد لة الاصلیة 
x = 40 ۲ = 0‏ 30 - +4 2 وی 1 
ونعوضبيا لتغیرین الجدد 7 و'* فنحصل على المعاد لة ۱ 
0 ( 20۱+ 4۱ )ل .40 - (3x'-4y')‏ .2532-30 
0 = 247۲ = 2201 = 24۲۱ + 18۱ ب 25۱2 
0 = ۱ 50 س 20112 
۱ = ۶ 


الان يمكن تميز السساد.لة اعلاه كمعاد لة قطعكافى ‏ ( 0010<#) 
ورسم المنحني في الشكل اد ناه 


B= (-4/5, 3/5) A = )3/5,4/5( 





۱| ۲| لكي يكرن التحویل الخطي العمرد ى الناشى من تد ويرا للمحاور 


۲۷ 





تمارين (6.2) 
١ (‏ ) ای ان الد وال الاتية يكون د الة تربيعية متجانسة : 
1۱( جو ہوک : 9 و 6 عو س2 ل جب (×,<)0 
06 8 ا ات وو ی تو وی سان 


+R ۳9‏ جسسب (11 ) رط : © و مطوء رجہ جرم جع ) و 
و 2.2.2 ج 


رھ ) 8 س-(0:112)8 و 2+ ۷+ وب ود 72 و0 
2 اوجد الدوال ثنائية الخطية الناتجة من استقطاب کل من الدوال التربيعية 
التجانسة التالية . 
R (Î)‏ مسق بو Q(x, y) = 3 - xy‏ . 
(ب) 8 مس :0 2 2 22 ,7 = (و2 ,,062 
حیث ان 07 فضاء متجهات على حقل الاعداد الحقيقية . 
ری R‏ ےہ 80 :و ۷۶ 3yz-‏ + عد۔ xy‏ > (2 ,لا ,)۵ . 
R (a)‏ ہے 84 :20 - XZ + 3yw + X7‏ > ,2 ×0۷ . 
3 اذا كانت R۸‏ س ۷ :© دالة تربيعية متجانسة فبرهن على 
ان(20)4 = (0):4 وذلك لكل متجه €۷ ۸ ولكل عدد حقيقي 5. 
4 اذا كان ۷ فضاء متجهات منتبي البعد وعلى حقل الاعداد الحقيقية واذا 
كانت ۴ ٭- ۷ :0 دالة تربيعية متجانسة على ۷ فبرهن على ان الدالة 
ثنائية الخطية 1 م ۷ × ۷ :1 التي تنتج من استقطاب © تعرف ضربا 
داخليا على 7 . 


5 اي من الصيغ التالية يكون صيغة تربيعية بالمتغيرات 2 ,لا ,6 . 
را لاج 27× + و2 - ×2 . 
(ب) 392 + 2 + 2-1 
ری 327-72 + تو خر + 10 . 
(د) ۷ - 12 . 
۔ اکتب كل من الصيغ التربيعية التالية بالصيغة الشف 
رگ 32 +22 - 2ر + 4×2 - رد + 20 

. سے + گر‎ xz + 4yz- 3xw + y2 + 922-۵2 (ب)‎ 

)ج( 6×۷ + JW‏ + 3۷ - 42 و سی تو ۷۶ + × (1/2) 
( ملاحظة e‏ و2 ۷۱ (XK,‏ 

. ۸, B) = xx, - ولارلا‎ + XY chi R X 8۶ مب‎ 8 (Î) 
.h(C, D)= را‎ - XY + 32x يارلا‎ ch: RÎ x 1٩ م‎ 8 (o) 
C= ) ۲, حيث (,۷ ,)۰۸ (ولا رر×) ×ظ (ر2‎ 

3 (ر2 ود D=(x,,‏ ۰ 
- اکتب کل من الصیغ التربيعية التالية بمتغيرات جدد بحيث تکون قطرية . 
رگ شور + 5×y‏ + 322 . 
(ب) ۳ + 6xy‏ + 21 
ل دالا 2 + 42 + 4x‏ , 
(د) 4۷2 + 4×2 - 2xy‏ - 102 + 72 + ×7 . 
رل 80-0 - 12xy + 17y”‏ - 8۶ . 


۳3۷۹ 


, 3×2 + 2×y + 3۳-4 = 0 رب‎ 

. 5× - رج 0 =9- ”ر5 + بورق‎ 
. 112 - 24 + 4y” + 6» +8y + 15-0 (د)‎ 
, 16×2 - 24xy + 9y? - 30x + 40y - 5 =0 (ه)‎ 
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